Kapitel I: Fragestellungen der Kombinatorik - einige Beispiele

Beispiel 1: n € N sei beliebig vorgegeben, berechne folgende Summen:

Sk

k=0
n n n n
ook, > ko Y K, > k", meN
k=0, k gerade k=0, k ungerade k=0 k=0
n
Dk, Yk, Y ceC
k|n (kyn)=1 k=0

Beispiel 2: Weitere Summen:

w13  bestimme asymptotische Entwicklung

C(s) =3 7, s€(1,00) Riemann’sche Zetafunktion
¢(3) = EZ"Zl k% ist irrational.

Beweis von Apéry 1978 verwendet Rekursion fiir die Summe >°)'_, (2)2(";"“)2 = A,, der Form:

(n+1)2A, +(n+2)3A,,2 = (2n+3)(17n* + 51n + 39)
Wie kann man systematisch derartige Rekursionen finden?

>R ﬁ => 2:1(% — k%_l) = ... Partialbruchzerlegung liefert Teleskopreihe.

Beispiel 3: Binomialentwicklung der Monome (n € N):

(x+y)" = Z (Z) zFynk = Z (Z) zhynk (Beachte, dass (Z) =0 fiir k < 0und k > n);

k=0 k

Die Formel kann auf n € Q verallgemeinert werden und liefert dann eine unendliche Summe.
Konvention: ), bedeutet in diesem Skriptum stets ), ., oder >, (je nach Kontext).

Monome sind besonders einfache K-Basis des Polynomrings K[z], K Koérper. Manchmal sind andere Basen
glinstiger, etwa:

e i=x- (x4 1)-(x+2)---(x+k—1)  steigende Fakultit
=g (x—-1)-(x—2)---(r—k+1) fallende Fakultit

Sowohl z*F und z* sind Polynome vom Grad k und es gilt:

@+y)"=> <Z> kg h
(@+yr=7 (Z) ok -yt
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gemeinsamer Beweis durch den sogenannten Umbralen Kalkiil (oder mit Stirling Zahlen, siehe Kapitel III).

Beispiel 4: Kombinatorische Identitaten. Sei n € N. Finde “geschlossene Form” fiir

k=0 k
Wertetabelle:
n 0 1 2 3 4 5 6
Cn, 1 2 6 20 70 252 924

Wir berechnen nun c,.
Fir k,n e N, k <n, gilt:

(n) nn—1)(n—1)--(n—k+1) nk n! _<n>:L—k,

k)~ ! T KT K-k

> () -2 (")

Es gibt (Z) Moglichkeiten, aus der Menge {1,... ,n} k Elemente auszuwahlen. Es gibt (nﬁ k) Moglichkeiten,

aus der Menge {n + 1,n +2,...,2n} (n — k)-Elemente auszuwihlen. Also gibt es (}) - (,",) = (2)2
Moglichkeiten, aus {1,...,2n} n Elemente auszuwéhlen, wobei k aus den ersten n Elementen der Menge
{1,...,2n} und n — k Elemente aus den letzten n Elementen derselben Menge sind. Jede Auswahl einer

n-elementigen Menge in {1, ... ,2n} entspricht fiir ein gewisses k obiger Konstruktion. Also erhalten wir

n\? 2n
=2 () - (7)
Alternativ: Beweis der Formel durch Induktion iiber N, oder: Entwickle A+z)mt =1 +2)™- (1+a2).
Der Koeflizient von 7 ist links (m;rl) und rechts > (%) (;,). Setze nun m =1 = j = n und erhalte:

) =S () o

Berechnung von ¢,, mit Maple:

Damit kénnen wir schreiben:

sum((}), k = 0..n);

2
% Aber: T'(n+1)=mn! (siehe Kapitel III, Abschnitt iiber Gammafunktion)

(n+1)2@2n+1)! _ (2n)! _ (zn)
2n+1)(n+1)!12 7 nln! T \n

Beispiel 5: Algorithmus von Fasenmyer.
Berechne f(n) =Y, k- (}) =Y p_ok - (}) fiir gegebenes n € N. Betrachte dazu

n\ k-n-n-1)---(n—k+1) n-(n—1)---(n—k+1)
)‘ k! (k—1)!

F(n,k)=k- (k

F(n,k) ist eine Funktion in zwei Variablen (polynomial in n vom Grad k). Idee: Finde Rekursion fiir
die F'(n,k), deren Koeffizienten nur von n abhédngen. Bilde dann die Summe dieser Gleichungen iiber k.
Rekursion: Finde I,J C N endliche Indexmengen und a;;(n) € Q,R,C,Q, fir i € I,j € J mit:

Z a;j(n)F(n+i,k+j)=0.
iel,jeJ



Summation dieser Gleichungen iiber k € Z liefert eine Rekursion fiir f(n) mit Koeffizienten, die von n
abhangen, etwa:

sz(n) - f(n+1).

i€l
Lose diese Rekursion, um f(n) zu finden! Hier: Wahle etwa I = J = {0, 1} (spater werden I, J algorithmisch
bestimmt). Wir suchen also eine Rekursion der Form:

a(n) - F(n,k)+bn) -Fin+1,k)+c(n) - Fn,k+1)+dn) - Fln+1,k+1)=0

fiir gewisse a(n),b(n),c(n),d(n). Division durch F'(n, k) # 0 sofern n > 1 liefert mit

Fn+1,k) k(") @+ a4l
F(n,k)  k(})  kKn+1-k)! n4+1-k
die Gleichung
n+1 n—k n+1
a(n)+b(n)-m+c(n)-7+d(n)- ? =0.

Erweitern mit & - (n + 1) — k und Ordnen nach Potenzen von k ergibt:
(c—a)- k*+(a+b—c—d+(a+b—2c—d)n) k+ (d+ (c+2d)n+ (c+ d)n*) = 0.

Nullsetzen der Koeffizienten liefert drei lineare Gleichungen in a, b, ¢,d (abhéngig von n), ndmlich:

c—a=0
a+b—c—d+(a+b—2c—dn=0
d+ (c+2d)n+ (c+dn*=0

Das Gleichungssystem hat einen eindimensionalen Losungsraum L,, = ((—1 — £,0,—1 — 1 1)). Also:

alm) = —(1+3),
b(n) =0,
cln) = ~(1+ ),
d(n) = 1.

Das heisst:
1 1
—(1+ﬁ)~F(n,k)+0-F(n+l,k)—(1+;)-F(mk-i—l)—F(n-i—l,k—i—l)=0

Summation tiber k liefert fiir n > 1:

—(1+%)~f(n)—(1+%)-f(n)+f(n+l)=0

oder

f(n+1):2<1+%> :2n:1f(n).
n=1: f(1) =3, k(;) =1

n=2: f(2)=22Hf1)=2-2.1=4



Die Rekursion fiir f(n) lautet also:

1
o+ =2-" ) n> 1,
f)y=1
Hieraus folgt sofort die explizite Formel f(n+1) =2 %t f(p) =2. 2.9 1 f(n — 1) =27 (n+1).
Also:
f(n)=n-2""1
Wichtig: Die Anzahl der unbestimmten Koeffizienten a(n),b(n),... muss grosser sein als die Anzahl der

resultierenden Gleichungen um die Existenz einer nicht trivialen Losung zu gewahrleisten.

Beispiel 6: Riemann’sche Zetafunktion

1
¢(s) == Z o fir s € R, s > 1 konvergent
k>1

(wird auf C zu einer meromorphen Funktion fortgesetzt).
Wissen (Analysis):
1
((s) = Z Z harmonische Reihe divergiert

— log(n)) geht fiir n — oo gegen v = 0,57...  Euler-Mascheroni-Konstante

?vl»—‘

n
Q.
k=1

1 2
:Zﬁ:%'

k>1

¢(3) = Zk21 1713 ist in geschlossener Form unbekannt. 1978 bewies Apéry: ((3) ist irrational. Apéry

verwendet im Beweis oben erwihnte Rekursion fiir die Summe A(n) = >, (7 )2 . (7L+k) .

Wertetabelle:
n 0 1 2 3 4
A(n) 1 5 73 1445 33001

Setze A(n,k) = (2)2 . ("*k) Dann gilt:
(n+1)3A(n, k) — (2n + 3)(17n% + 51n + 39)A(n + 1,k) + (n + 2)*A(n + 2,k) = B(n,k + 1) — B(n, k)
wobei

(2n + 3)(8k% — 12k — 16(n + 1)(n + 2))(n + k)!?
k=)l +2—h)Po ’

B(n,k) =
Summation tiber k liefert
(n+1)3An)+ (n+2)2A(n+2) = (2n + 3)(17n? + 51n + 39)A(n + 1)
Diese Rekursion wurde von Apéry ohne Beweis als wahr angenommen. Henri Cohen + Don Zagier lieferten
dann den Beweis der Giiltigkeit. (Literatur: A. van der Poorten: A proof that Euler missed ..., The Math.
Intelligencer 1 (1979), 195-203).

Bemerkungen: (a) Apéry’s Beweis liefert neue verbesserte Approximation von .
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(b) Der Zeilberger-Algorithmus, zur Summation von hypergeometrischen Thermen, hat seinen Ursprung im
Beweis von Cohen + Zagier.

Beispiel 7: Nach Grasse sortieren. Betrache fiir n € N die sogenannten Farey-Briiche:
p
F:{g ;g €N, ¢#0, ggT(p,q) =1, p<g<n} € QNI,1]

Sortiere die Elemente von F der Grosse nach.

1
=2:0< =<1

" 2

3 0<tcl 2

e 353253
—4'0<1<1<1<2<3<1

ne= 153525357
_5'0<1<1<1<2<1<3<2<3<4<1
e 5°1°3°5°52°555351°5

Beispiel 8: Abzdihlen von Wegen in Graphen. Wieviele kiirzeste Wege gibt es von A nach B? (vgl. PS).
Finde Rekursion fiir g(n, k) = #Wege (n > k).

B

A

Beispiel 9: Tirme und Damen auf Schachbrett, evtl. mit gesperrten Feldern.
Siehe PS.

Beispiel 10: Hypergeometrische Funktionen und Reihen ([GKP p. 207 + 221], [A=B, p. 34]). Betrachte
formale Potenzreihe _, - frz* = f(2) € K[z], also eine Folge (fx)ren, fx € K Korper. Speziell: ¢ € R/C

und f, = ¢ liefert geometrische Reihe Y ,-,c* = 1 fiir || < 1; fiir || > 1 ist > k>0 c* 2k formale
Potenzreihe mit Konvergenzradius \_il Charakterisierende Eigenschaft fiir geometrische Reihe:
o1 . o
——— ist eine von k unabhingige Konstante
k



Zkgo frz* heisst hypergeometrische Reihe (Funktion), oder: fy, heisst hypergeometrischer Term, wenn die

Quotienten % rationale Funktionen in k sind, d.h. es existieren Polynome P,Q € C[t] mit

fior _ PR) o e ke N,

fr — Q(k)

Beispiele: (1) Y-, k(})z".
(2) Betrachte folgende gewdhnliche lineare Differentialgleichung 2. Ordnung

2(1=2)F"(2) + (c—2(a+ b+ 1))F'(2) — abF(z) =0, mita,b,c € C,—c¢ N,
F(0) = 1.

Die Gleichung ist singulér in z = 0,z = 1. Losung:

a:=a-(a+1)-(a+2)---(a+k-1), a =1

Aus fk = O‘E'b; folgt M — GF bm 1 M 1

ok k! T ok prF k1 c+k k+1°

Speziell: €7, 1~ und ﬁ sind hypergeometrische Reihen der Form F'(a,blc|z) (F(a,b|c|z) ist die

Gauss’sche hypergeometrische Reihe) mit e*: a = 0,b = 0,c =0, ~: a=1,b=1,c= 1 und ﬁ

a=m,b=1,c=1.
Achtung: Aus F, G hypergeometrisch folgt, dass auch F' - G hypergeometrisch ist, aber F'+ G muss nicht notwendig hy;
Beispiel 11: Abzdihlen von Gitterpunkten in konvexen Polyedern. Sei n,k € N gegeben; bestimme

A(n, k) = #{a € N"; |a| < k},

wobei wir definieren: o = (aq,... ,ay,), |a| = a1 + ...+ a,. Verwende einen der folgenden Lisungsansétze:




Unbestimmter Ansatz:
A(n k) =cp - k™ + cpn—q ke k+ e

mit ¢; € Q (fiir eine Rechtfertigung dieses Ansatzes vgl. “diskrete” Integration). Wahle nun (n + 1) Werte
fir k£, um aus den daraus entstehenden Gleichungen die Koeffizienten zu berechnen.

Rekursion: Suche eine geeignete Rekursion fiir A(n, k). Sei dazu B(n, k) = #{a € N"; |a| = k}. Dann gilt
A(n,k+1) = A(n, k) + B(n, k+ 1).

Weiters:
B(n,k) = {a € N || = k} = #{8 € N""|8] < k} = A(n — 1, k).

Also erhalten wir eine zweite Rekursion
B(n,k) = A(n—1,k),

und durch Einsetzen dann
A(n,k) = A(n,k— 1)+ An—1,k); nk>1

mit den Anfangsbedingungen A(0,k) =1 fiir £ > 0 und A(n,0) =1 fir n > 1.

Bemerkung: Ist die Rekursion gefunden, so lésst sich eine evtl. Vermutung sofort beweisen oder widerlegen,

hier gilt etwa
Aln, k) = (" Z k)

Beispiel 12: Die Tiirme von Hanoi Gegeben sind n gelochte runde Scheiben verschiedener Grosse und drei
vertikale Stébe in folgender Anordnung:

A B C

Ziel: Lege alle Scheiben in C ab, wobei jeweils nur eine bewegt werden darf und keine Scheibe auf einer
kleineren zu liegen kommt.

Frage: Wieviele Ziige benttigt man mindestens, um dies zu bewerkstelligen? Diese Anzahl werde mit A(n)
bezeichnet.

Wertetabelle:
n 1 2 3 4 5
A(n) 1 3 7 15 31

Rekursion fiir A(n): Lege zuerst n — 1 Scheiben auf B ab, verschibe dann die grosste Scheibe von A nach C
und lege danach die n — 1 Scheiben von B nach C um.
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Formal also:

Grosste nach C

An)= An-1) + 1 + A(n—1) =2-An—-1)+1
N—_—— ~~ ——
(n—1) nach B (n—1) von B nach C

Wir erhalten also folgende Rekursion:
An)=2-An—1)+1=2-(An—1)+1)—1; A1) =1
Mit B(n) := A(n) + 1 folgt somit:
B(n)=2-B(n—-1); B(1)=2.
Die expliziten Formeln sind dann: B(n) = 2™ und A(n) = 2" — 1.

Beispiel 13: Partitionen Sein € Nund Ay > Ao > ... > A > 1 mit A\; € N und Zle A; = n. Dann
heisst A = (A1, ..., Ar) Partition (der Lange k) von n. Die A; heissen Teiler bzw. Summanden der Partition
A= (A1, Ay ..., A) € N = fendliche Folgen}.

p(n) = # der Partitionen von n,

p(n, k) = # der Partitionen von n der Lange k.
Die Anzahl der moglichen Partitionen zu gegebenem n wéchst sehr rasch:

n 1 2 3 4 5 6 10 20 50
p(n) 1 2 3 5 7 11 42 627 204226
(1) (2) (3) (4)
1 @12 (13

1% (® 2
(2%)
")
n 100 200
p(n) 190569292 3972999029388

Satz A: (Rodgers-Ramanujan) Es gilt die folgende Beziehung:
#{X\ Partition von n mit \iy1 > N\; + 2} = #{\ Partition von n mit \; = +1 mod 5}

Fiir weitere Information siehe [Andrews, p. 109].

Satz B: (Hardy-Ramanujan, 1918) p(n) ist die ndchste ganze Zahl von:

| laval

wobei o > 0 eine vorgegebene Konstante ist, n > ng = ng(«) ist, p dber die Primzahlen < k lduft und
Ag(n) = Zwk,p CeT T st
p<k
Dabei ist wyy, eine genauer spezifizierte 24. Einheitswurzel in C und

Pr(n) = a4 (e%'\/?@)

dx

r=n
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Bei n = 100 geniigt |ay/n] = 4; bei n = 200 geniigt |a/n| = 5.

Satz B’: (Rademacher, 1937) Es gilt:

oo inh(®..,/2.,/0— L

Bemerkung: Satz B liefert fiir n = 200 und 8 Summanden eine Summe, die von p(n) um 0,004 abweicht!
Fiir weitere Details zu diesem Satz siehe [Andrews, p. 69].

Satz C: (Ramanujan, 1913) Es gilt:

1 _ 5+V5  Vh+1
e 2" B 2 2

Diese Gleichung hat Rogers bereits 1894 gekannt (Proc. London Mathematical Society 25 (1994), p. 318 —
343). Fiir weitere Details siehe [Andrews, p. 103] und [Comtet, p. 107].

Bemerkung: (a) Satz C folgt aus Satz A. (b) Satz A wird heute automatisch am Computer bewiesen
(erstmals von Peter Paule unter Verwendung des Zeilberger Algorithmus; siehe dazu Electronic Journal of
Combinatorics Bd. 1, 1994). Umformulierungen des Satzes C sind die folgenden Gleichungen:

L+ (- ). -] =[-8

k>1 k>1
L+ Y D (L)1 — ) (1= t5)] = T - ok (1 )
k>1 k>1

Beispiel 14: Umbraler Kalkiil (siehe [Roman, Comtet]) Wir betrachten Polynomfolgen (p,(x)), cy, mit
prn(z) € Q[z] Polynom vom Grad n. Dann bildet {p,(z);n € N} eine Q-Basis von Q[z]|. Beispiele solcher
Polynome:
Monome vom Grad n:
Fallende Fakultdaten:
=z-(x—1)---(z—n+1).

Steigenden Fakultdten:
=z-(x+1)---(z+n-1).

Abel Polynome:

Hermite Polynome:



Bernoulli Polynome (mit By, Bernoulli-Zahlen, d.h. den Koeffizienten der Reihe ett—71

D

<n> By - xR,
k
k>0

<Z: i) )"

Laguerre Polynome:

D

k>1

Bessel Polynome:
zn: (n+k)! <£>k
= (n— k)lk! \2 '

Euler Polynome:

>

k=0 j=0

-\, n—k
< >k,QJ (k,3)x" ",

mit S(k,j) = 1)?"i*, den sogenannten Stirling Zahlen 2. Art.

o () (=

Betrachte dazu jeweils die EEF (exponentielle erzeugende Funktion):

00 k
t) = Zpk(x)% € Q[z. 1.
k=0 ’

Dann gilt: Es gibt ein g € C[z] mit g(0) # 0 und ein f € C[¢] mit f
kompositionell invertierbar, also gibt es ein h € C[t] mit (f o h)(t) =1, (
Funktionen) mit

1y

(0) = 0 und
ho f)(t) = t;

1
E(x,t) — 6xh(t)
g (h(t))

Speziell:
pn(z) E(I, t)
xk ea:t
ok (1+¢t)”
Abel €Zh(t) it h( ) Zk ) (— k)'k 1
Hermite prt—t7/2
Bernoulli t/(et —1)e*t
Laguerre (1— t)—Qezt/(t—l)
Euler 2%t /(e + 1)

x (1—(1—2t)%)
Bessel e

Satz: Alle diese Polynom-Folgen erfiillen die Identitdt:

n(z+y) = g:() T)Pn—k(Y)-

10

F/(0) # 0 (dh. [ ist

vgl. Satz iiber inverse
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Kapitel II: Datenstrukturen und elementare Techniken

Notation:

N=1{0,1,2,...} natiirliche Zahlen,

Z={0,+1,+2,...}  ganze Zahlen,

Q= {%, p,q € 7Z teilerfremd ,q # 0}  rationale Zahlen,

N*={a= (a1,...,an), o € N}  n-Tupel natiirlicher Zahlen,

7" ={a=(a1,... ,an), a; €Z}  n-Tupel ganzer Zahlen, Basis e; = (0,...,0, 1 ,0,...,0),
i.teStelle

la] == a1+ ...+ an,

o= (01, 1), e =2y g, ol =10 el (5) =TT (3,

<lex : lexikographische Ordnung auf N (e} > eq > ... > e,),

<yiz © invers lexikographische Ordnung auf N™  (e; < es < ...ep),

<kp : komponentenweise Ordnung auf Z™ (partielle Ordnung, keine Totalordnung),

< : die durch eine Linearform X : Z" — R induzierte Ordnung: o < 8 < A(a) < A(B).

K Korper oder Ring, K ={a:N — K} = {(a,)nen Folgen in K} K-Vektorraum,
K® = {(a,)nen, fast alle a, =0} endliche Folgen,

KN" K7": multiinduzierte Folgen (@a)aenm/zn,

(ak)renyzs no,m1 €Ny DL g i= A F Ang1 F oo F A, flir ng > na; YOpL ay =0 fiir ng > ny.
Sind ap,, - .. ,an, gegeben, so bezeichnet ), ap = Z;”:no ay, oder besser:

Setze ay, := 0 fir k ¢ [ng, ... ,n1] und damit ist >, aj definiert.

Oft J C N/Z endlich: )7, _; ax.

(ax)ren Folge, dann bezeichnet ), aj die Folge der Partialsummen S, = ZZ:O ag, n €N

(muss nicht konvergieren, zudem ist die Konvergenz im allgemeinen abhéngig von der Anordnung).

Beispiele:
(1) S0 () =S (hmen.
(2) Xken FHT5 Lpen, p prim P7; Z(k,d):l k(k+1), deN.

3) X (9)(,™,) In diesem Beispiel weiss man nicht, iiber welche Variablen summiert wird.

Also: Laufende Indizes miissen spezifiziert werden!

Bemerkung: (a) Indizes kénnen umbenannt werden:

« » 1 -1
Dohe1 @k = Y icpen @k = “sum(ag, k = 1,..n)" (Maple ©) = St an = Dm0 @it
Glinstig ist: Startwert & = 0.

(b) Sind fast alle a; = 0, so miissen keine Summationsgrenzen angegeben werden: >, (Z) = (Z) da
(}) =0 fiir k < 0 oder k > n.

(c) Aus S, = >"}_,ar folgt klarerweise S, = S,_1 +a, firn> 1.

Etwa: Aus ap =342k folgt S, =Y 1_o(3+2k), S, =S,-1+3+2n, Sp:=3=«
Sp = a(n)a+b(n)B + c(n)y
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mit: So=a =35 =a+3+2-1,8% =5 +3+2-2=a+2-34+3-2,53 =5 +3+2-3=a+3-3+5-2

nin+1)
2

Sp=a(n)-3+0bn)-3+c(n)-2=mn+1)-3+ -2

(d) Aus S, = ZZ:O ap folgt S, — Sn_1 = an; es geht also darum, die Summanden der Reihe als Differenz
einer gesuchten Funktion S,, darzustellen. (vgl. Gosper-Algorithmus).

Definition (Rekursion): Eine Rekursion fir eine Folge (ar)ken ist ein Gleichungssystem

agp =c € K Anfangsbedingung, ¢ € K vorgegeben,

an = fn(ap,a1,...,a,—1) Rekursionsgleichung,
wobei fn(zo,%1,...,%n—1) Funktion in n Variablen. Eine Rekursion der Ordnung d (d € N) ist von der
Gestalt:

ap, ... ,aq—1 € K vorgegeben (Anfangsbedingung) und a, = fn(an-1,0n-2,... ,apn_q) fir n > d
mit f,(z1,...,24) gegebene Funktion.

Speziell: f, = f fir alle n € N unabhédngig von n. Noch spezieller: lineare Rekursion mit konstanten
Koeffizienten: f,,(z1,...,2q4) = €(21,... ,2q4) linear (Differenzengleichung).

Beispiele: (1) ap =0,a, =a,—1 +1, n>1Dann gilt: a, =n=> 1 fiir alle n.
2)ag=1,a, =n-an—1, n>1 (linear mit variablen Keoffizienten) Also: a,, =n!=1-2---n fiir alle n.
3)ap=0,a, =an—1+n, n>1 Dann folgt: a, = ZZ:O k= %

4) ap=c,ap =a-ap—1, n>1 Esgilt: a, =c-a™

Betrachte die Rekursion
Co = O,

2n—l
cn:n—i—l—i—E’;)ck, k> 1.

Es gilt: ¢ =2,c0 =5,c5 = %

Finde “geschlossene Form” fiir ¢,, (hier noch ohne systematisches Verfahren).
hn=n+1+250 e |- n

n-cp,=nn+1)+2- ZZ;; Ck ersetze n durch n — 1

n=1)cp1=(Mn-1)-n+2- Zz;g Ck Subtraktion der letzten beiden Gleichungen
necp,—MmM—1)-¢ch_1=2n+4+2-c¢p_1 Vereinfachen liefert:

n-cp=2n+Mn+1)c,—1 (n>1).

allgemeiner: [GKP, p. 27]

QpCn—PBnCne1— =0, a, #0 (n>1).

Sei o, Folge mit ¢,06, = —on_10,—1 (Konstruktion von o, siehe unten).
Setze d,, = opanc, und erhalte nach Multiplikation der Gleichung mit o,,:

OnQnCn — 0nfnCn_1 —0nYn =0 oder d, —d,—1—0opy, =0, also d,=d,—1+ 0pVn.

_ Zl _ o1B 1 n
Daraus dn = d() — k=1 OkVEk; also Cp = Ty + oo E k=1 OkVk-
Auffinden des richtigen 0,: 00y = 0101, also ;7= = %
n— n
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Hpn—1 __ Op—-1%&n—2""&1

oder o = 0p—1- = = “pgg

Hier im Beispiel:

n—1)(n—2)---1 .
ap=n, Bp=n+1, v, =2n, o= ( (n—?-(l)n)g = n(n2+1) - Damit:

e =2+ 1) 2 =2+ 1) - 1=2(n+ 1) Hyy —2(n+1) wobei H,=3_, +

H,=>7_, k heissen die harmonischen Zahlen. Es gilt die Rekursion H, 11 = H, + - +1

PS: Zeige, dass In(n) < H, <In(n) +1 fiir n > 1 durch Integration von f(z) =1 zwischen z =1 und
T = Genauer: H, = In(n) + v+ o(X) mit v = 0.5772156649... Euler-Konstante [GKP, p.278],

genauere Entwicklung: H,, =In(n) +7+ 5 — 157 + 0.1 + 0(=5) [GKP, p.452].
Rechenregeln fiir Summen [GKP, p.30]:

Sei im folgenden K C N endliche Indexmenge, ay, ¢ in einem Ring bzw. Kérper und o € Aut(K) Permuta-
tion. Alle auftretenden Indices sind in N. Dann gilt:

L. Distributiv: Y, pC-Qr = C- Y e O,

2. Assoziativ: Y g (ap +0k) =D pci Ok + D e Ok
3. Kommutativ: Y, 0k = Y i Go(k),

4. Indexshift: Y, cpar =Y pep_yarpr flir I € N

(3)

Beispiel: s =Y} (a+0bk) = >}, (a+b(n—k)) mit a,b € C. Addition von links und rechts liefert:

n n

2s = Z (a + bk) +Z (a+b(n—k))
k=0

k=0

(:)Z2a—|—bn(=) 2a + bn) Zl: (2a +bn)(n+1)
k=0

Somit:
~ (2a+4bn)(n+1)

2

5. D ker Ok T Dkerr Ok = Dokernir Ok T 2keruK: ks
B 1
6. Storungsmethode: s, =) _, ar gesucht. Dann: s,11 = ZZ:O ap = Sy + ap,

. 1 1 . . .
und weiters: ag + ZZL ar = ag + ZZL ag+1. Versuche jetzt ZZ:O ap+1 durch s, auszudriicken und damit
eine Gleichung fiir s, zu erhalten.

- 1
Beispiel: s, = Yp_,c- 2, spp1 = sy +ea™ = cx® + a0 b = ca® 4 a3 ekt = e +
x> p_ocat =20+ xs,. Esfolgt: (1 —z)s, = ca® — cz" ™! und damit, falls z # 1:

c(1 —antl)
Sn - 1 —r
Wenn z = 1, dann ist S, = c¢(n+1).
—(n "t g t?
PS: 5, = Yo, k2 = .. = (n— 1)2"1 +2 [GKP, p.33], oder s, = Ygope, kb = TR

fiir x # 1.

13



7. Vertauschen der Summationsreihenfolge [GKP, p.34]: I,J C N, I, J endlich und a;; in gegebenem Korper:

2. =) D ay=) ) a

(4,9)€IXJT i€l jeJ jeJ iel

Beispiel: (a) a;,b; gegeben, I = J ={1,... ,n}. Zl<”<n a;b; ZKK“ El<j<n abj =5, (a; - Ej bj) =
. n 2

(22, ai) - (EJ bj)~ Speziell: (32;_; i)” = Zi,j Tilj = Zi<j 2aim + Y, 03

(b) 3, Z?:z Qi = Zlgigjgn Qij = Z?:l Zg=1 Qij -

PS: Berechne S = Zl§j<k§n(a’j —a;)-(bj—ai)=...= (X an) (X b)) [GKP, p.37].

PS: Berechne s, = 37 <y k1] = (a) Xi<p<n Zl<j<kk%j oder (b) >3 <, Zj<k§nk%j7 oder (c)
Zl<]<k+j<n + - Die dritte Variante liefert [GKP, p.40]:

= Y = Y

k<_
1<i<k<n © 1< <hrign
LY Y ey e
; k k
1<k<n 1<j<n—k 1<k<n .
pu— —_—— 1 - n . —_— n
> ; >
1<k<n 1<k<n 1<k<n
—n-H, —

Berechnung nach (a) liefert:

Z Hkv

0<k<n

also zudem:
Z Hp=n-H, —n.

0<k<n

Methoden der Summenberechnung [GKP 41]:

(a) Formelsammlungen:

- CRC Standard Mathematical Table, CRC Press 1991 (W.H. Beyer, Hrsg.).

- Handbook of mathematical functions. 1964 (Abramowitz, Stegun).

- Handbook of integer sequences. Springer 1994 (Sloane).

- Computerprogramme: Axiom, MACSYMA, Magma, Maple, Mathematika,

(b) Antwort erraten, probieren und anschliessend Induktion: Y ,_, k% = an® + bn? 4+ cn + d.

PS: Bestimme a, b, ¢,d durch Einsetzen fiir n = 1,2, 3,4 und beweise dann die erhaltene Formel fiir alle n
durch Induktion.

(c) Stérungsmethode: 371 k2 = 77 1 E+(n+1)2=1+ ZnH K2=1+> 0 _(k+1)?=1+>,_, K+
Y peq 2k +n. Also insgesamt Sh kP4 (n+ 12 =1+ k*+ >, _,2k+n. Die Y;_, k? kiirzt sich
weg, man erhélt also:

2ik:(n+l)27(n+l).
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Idee: Vielleicht liefert die Anwendung der Stérungsmethode auf Y k% eine Formel fiir 3 k2. Also: Zii k3 =
S B+ 1) =14+ =1+ (k1) =1+ k330 K2+ 337, +n. Damit:

3.zn:k2 =nn+1)(n+ %)
k=1

(d) Integration: > ;_; d* = s, und weiter ['2? < ["(x 4+ 1)?, also s, ~ kubisch.
Grosstes Ganzes, floor, ceiling [GKP, p.67]:

Definition: Sei x € R, dann:

lzg] =neneZn<z<n,
[z]=neneZn—1<z<n.

Die obige Notation stammt von K. Iverson 1962. Frither: |z] = [z] und {2} =z — |z].
Beispiel: z €Z, |z| = [z] ==z,

BT
[7] =4, [-n]=-3.

—0) G—m=
—0O o—
. fa) o .
—O C—=
—0) G—m=
floor(x) ceil(x)

Bemerkung: Es gilt:
[z =n & n<zr<n+l & z—-1<n<u,
[z]=n & n—-1l<z<n & z<n<z+]1,

|z +n| =|z] +n,
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[z +n] = [z] +n,
r<n & |zx]<n, xz<n & [x]<n,
n<z o n<lz], n<z o n<|z]

Beispiele: (a) [log, 49] =7

Wegen 25 <49 <20 = 5<log,49<6 = [log, 49] = 6.

(b) Ist n € N, so hat n in Binérschreibweise genau |log, n] 4 1 viele Stellen (vgl. PS).
(C) [le]] = [z].

d) V[l ) = V3] (2> 0). Demn:
Lrj—m®m<\ﬁ<m+1<:>m<LJ<(m+1)2<:>m2§x<(m+l)2@mg\/s?<
m+1 <& m=|Vzl.

PS: f:R — R stetig monoton wachsend mit f~1(Z) C Z, dann gilt:

Lf(@)] = [f(lz])] wnd [f(z)] = [f([z])].

() [ ) = [LhE | und [gm] = (1),

(f) a,b € R. Berechne # Z N [a,b] fir a < b [GKP, p.74]:

# 2N [a,b] = [b] —[a] +1,

# 20 (a,b) = [b] = la] =1 (a <D),

# 2N [a,b) = [b] — |a],

# 2.0 (a,0] = [b] — |a].

Beweis: a,b€Z = # ZN][a,b) =#{a,a+1,... ,b—1}=b—a.

a,beR a<b=#ZNa,b)=#{neZ,a<n<b}=#{neZ, [a]l <n<][b]} =[b] - [a].
(g) Sei N € N, so bestimme die Anzahl A der 1 < n < N fiir die [ V/4] ein Teiler von n ist [GKP, p. 74-76].
Antwort: Setze K = v/N und erhalte A = [&] + K2 + 3K — 3.

Bemerkung: Rekursionen mit | | und [ |: siehe [GKP, p. 78-81], Summen mit | | und [ ]: siche [GKP, p.
86-04].

Fakultiten [GKP, p.111]:

A, =A{1,...,n}, S, = Aut(A,) = {o: A, — A, Dbijektiv} = Permutationen von n Elementen
F, .= # S, erfilllt die Rekursion

F1:1, Fn:n~Fn_1 (’H,Zl)

Damit folgt durch Induktion F, =1-2-3---n =: nl. Die Fakultdt wichst schneller als jede Potenz ¢,
hmnﬁOO =0.

Beispiel: Auf wieviele Arten kann man n Tirme auf einem n x n Schachbrett aufstellen, ohne dass sich 2
schlagen kénnen. Jede Aufstellung entspricht einer Permutationsmatrix, also gibt es n! Moglichkeiten.

Abschatzungen: nl? = HZ:1 k? = (HZ:I k)(HZ:1 k) = (HZ:1 k)(HZ:l n+1-— k) = (HZ:l k- (n +1- k))l
Es gilt:

Bemerkung: k(n+1—k) = i(n +1)2 - (k-

2
Damit: [[;_, n <n!* <[[,_, ("';1) , oder: n




unten: n! asymptotisch gleich v/27n - (2)". Bsp.: 10! =720-8-7-9-10 ~ \/207r(£10 ~ 3598696.

Gammafunktion [Freitag-Busam, p.111], [Remmert, Funktionentheorie II]:

Fiir viele Anwendungen mochte man n! fiir reelle (oder sogar komplexe) x definieren kénnen. Dies bewerk-
stelligt die Gammafunktion I'(x) (nach Euler 1729 und Legendre 1811). Es soll die Funktionalgleichung

r)=1,TNz+1)=a -I'(x)

gelten (vgl. T'(n+ 1) = n!). Damit ist I" nicht eindeutig, auch wenn differenzierbar oder holomorph verlangt
wird. Wir konstruieren zuerst die Gammafunktion tiber Integrale und charakterisieren sie spéter iiber die
Funktionalgleichung. Wir rechnen immer komplex, also I'(z), z € C.

Definition: T'(z) := [;°t*"'e~'dt mit z € C,Re(z) > 0 und t*~* := elo8M=-1) fiir ¢ € (0, 00) heisst die
(komplexe) Gammafunktion. Genauer:

1 s
[(z) = lim,_,+ / t* et dt + im0 / t*~tetdt.

s 1

Also ist T'(z) ein uneigentliches Integral.

Satz: Die Gammafunktion ist fir z € C, Re(z) > 0 wohldefiniert (d.h. die beiden Limites konvergieren
(absolut)) und definiert auf der Halbebene Re(z) > 0 eine holomorphe Funktion, mit Ableitungen

r(z) = / h t*(log(t))ke~dt.

0

Beweis:  (vgl. [Freitag-Busam, p.192] ,[Remmert, Funktionentheorie II]) Schreibe x = Re(z) € R und
verwende [t*"le7t| = t*~le~! fiir t > 0. Zu a > 0 existiert ein ¢ > 0 mit t*~! < ¢- ez fiir 0 < z < a und
t>1. Also floo [t*~te~t|dt = floo tr=le7tdt < ¢ - floo e~ 2dt < co. Somit konvergiert floo t*~le=tdt absolut.
Weiters gilt [t*~te~t| < ¢*~! fiir ¢ > 0 und fol = = fol t7* = 1~ — 0 < oo fiir & < 1. Damit konvergiert
fol t*~Le~tdt absolut.

Die Funktionenfolge f,(z) = [ t*~!e~!dt konvergiert mit obigen Abschiitzungen lokal gleichmiissig gegen I'.
Alle f,,(2) sind holomorph, also auch I'(z). Zur Berechnung der Ableitungen von I'(z) verwende I'*)(z) =

lim,, o0 f,sk)(z). Das Integral von f,(z) ist eigentlich, man kann Ableitung mit Integration vertauschen und
die Formel folgt durch Rechnung und Induktion:

n

f;L(Z) _ /1 (tZ71)/eitdt _ /1 (e(zfl)log(t))/eftdt _ /1 e(z—l)»log(t) . log(t) e tdt.

Satz: Fs gilt (1) =1 und T'(z+1) = z-T'(2) fiir Re(z) > 0.

Beweis: T'(1) = [[“e~'dt = 1. Partielle Integration mit v = t*~' u = g,v = e v = —e7 ! liefert

D(2) = [T t5 e tdt = wo|P — [[Fw'dt =L e7*|5 — [P L(—eh)dt =0+2 T(z +1).

Folgerung: Firn €N gilt: T(n+ 1) = nl.

Bemerkung: Die Funktionalgleichung I'(z) = @ fiir Re(z) > 0 hat eine rechte Seite, die fiir Re(z) > —1
definiert ist. Damit kann man fiir 0 > Re(z) > —1, z # 0 definieren
T 1
r(z) = JE+D
z
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und erhélt so eine holomorphe Funktion auf {z € C, Re(z) > —1,z # 0}. Wegen der Eindeutigkeit der
analytischen Fortsetzung gilt wieder die Funktionalgleichung

I'z+1) =2 -T(2), Re(z)>-1,z#0.
Iteration liefert eine holomorphe Funktion I'(z) auf C\ {0,—-1,-2,...} =C\ —N.
Satz: Die Gammafunktion ist auf C\ —N wohldefiniert, holomorph und genigt der Funktionalgleichung
P(z+1)=2-T'(z2), z¢ —N.

"

n!

Die Singularititen in z € —N sind Pole erster Ordnung mit den Residuen Res(I',—n) =

Also ist T'(z) meromorph auf C mit einfachen Polen in —N.

Beweis: Es fehlt nur die Aussage iiber die Residuen. Aber nach Definition

Res(I', —n) = lim,_._, (2 + n)I'(2) = (n)(};(j)l) (1) - (—nll)n

nach iterierter Funktionalgleichung
I'z+n+1)
2(z+1)--(z+n)

I'(z) =

Bemerkung: Ist x = Re(z), so gilt: |I'(z

| <T'(z) fiir z > 0. Bleibt x = Re(z) also in einem Kompaktum K
in R, etwa [a,b] C R, so ist ['(z) fiir Re(z) €

K beschrankt (und dann auch auf [a,b)). Umgekehrt:

Satz (Wielandt 1939): U C C offen zusammenhingend, S = {z € C,Re(z) € [1,2)} C U, f: U — C
holomorph mit fls beschrinkt, f(1) =1 und f(z+1) =z - f(2) fir z,z+1 € U. Dann ist f(z) =T(z).

Beweis: ([Freitag-Busam, p. 194]) Analog wie fiir I zeigt man, dass f zu einer meromorphen Funktion
auf C fortgesetzt werden kann, mit einfachen oder hebbaren Polen in —N und mit Funktionalgleichung
f(z+1)=z-f(2) auf ganz C\ —N. Die Residuen sind wieder Res(f,—n)= L7

n!

Betrachte nun g(z) = f(z) — I'(¢) mit hebbaren Singularitdten in —N, also g(z) ganze Funktion. Weiters ist
g(z) in jedem Streifen a < Re(z) <1 beschriankt (verwende Voraussetzung beschrankt auf 1 < Re(z) < 2
und Funktionalgleichung, sowie dass {z € C, |Im(z)| <1 und a < Re(z) < 1} kompakt ist).

Zur Bereitstellung des Satzes von Liouville betrachten wir G(z) = g(2)g(1 — z) mit G(2+1) = —G(z). Dann
ist G(z) auf 0 < Re(z) < 1 beschrinkt, also auf ganz C wegen der (anti)-Periodizitdt. Also ist G(z) konstant.
Wegen g(1) = 0 folgt G(2) =0, g =0 und f(z) =T'(2).

Bemerkung: Es gilt: T'(z) # 0 fiir alle z € C\ —N (Beweis spéater) und die holomorphe Funktion ﬁ hat
Nullstellen in —N. Wir wollen diese nun berechnen. Vgl. mit (1 +2)(14+ 3)(1+35)---.

Satz (Gauss’sche Produktentwicklung): Fir z € C gilt

1 :limnémzo(z+1)~~(z+n)

: z _ leg(n)
t = .
I'(z) nl-n? e =e

Beweis:  ([Heuser, Analysis II, p. 196]) Aus der Analysis wissen wir, dass e™" = lim, oo (1 — £)" fiir
teR.
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Fir 0 <t <mngit: (1-IH)"<(1- %_H)"“ da h(t) = (1 — ) fiir z > ¢ monoton wachsend wegen
positiver Ableitung. Setze fiir x > 0:

_ tyn  gpz—1 g

0 fir t > n.

Dann gilt: 0 < f,,(t) < e “*~tund f,(t) — e~ fiir n — co. Mit dem Lebesgue’schen Konvergenzsatz
folgt:

n t o0 (o)
1__n:c—1d: " d N —tx—ld:F )
/0 (- Dyeetar /0 fult)dt /0 et = T(x)

Partielle Integration liefert fiir € > 0:

n t tmeE AN\ 1 Mm t
1— )= tdt=((1-- — = 1— )" lezde.
[ra-5 (-2 +1 [Ta-5

€

Mit e — 0 folgt:

" 1 1 m ¢t
/ (1—=)"t"tdt = —/ (1—— )t%dt.

0 n x Jo n
Partielle Integration der rechten Seite liefert:

" t -1 1 " t
/ (1— 2yt = = @D / (1— )" 2"t ae.
0 0

n n z(z+1 n

Durch Iteration:

n — ) —2)---1 1 n
/ (1 _ E)ntw_ldt — (n )<n,1 ) / tw+n—1dt
0 n nm zx+1)---(x+n-1) Jy

(n—1)! 1 petn
n 1l z(z+1)---(z+n—-1)z+n

T

nln
_:c(x+1)~~~(z+n)

Zusammen ergibt sich fiir x > 0 reell:

oder:

Die rechte Seite ist, wenn x > 0 durch z € C ersetzt wird, eine meromorphe Funktion auf C mit Polen in —N
(der Limes ist lokal gleichméssig). Damit gilt die Gleichheit nach dem Identitatssatz auf ganz C (R, C C
ist Teilmenge mit Haufungspunkt).

Bemerkung: Man kann statt dessen auch zeigen, dass

n! 2\ !
lim ——
n—oo Zn-i—l

die charakterisierenden Eigenschaften der I'-Funktion hat, vgl. [Freitag-Busam, p. 199].
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Beweis: (a) Setze G(z) = lim,, 00 ”'ni Dann ist G holomorph auf einem Gebiet, das {z € C;1 < Re(z) <
z} umfasst (als lokal gleichmaéssiger Limes).

(b) G ist dort beschrankt: |[n=*| =n"" und |z 4+ k| > |z + k|-

(c) Setze %(Z) — 5. er(l+3+. -log(n)) [Ti_;(1+ 2) e %. Man zeigt, dass lim,_.c G, (2) = G(z), und
dann folgt durch Rechnung zz— zntl 1 also Gz +1) = =22 G, (2) und G(z + 1) = 2G(2).

1 _
z+1) n Gn(z)’ z+n+1
(d) G,(1) =1, also G(1) = 1.

Satz (Euler, 1749): Fir z € C\ Z gilt:

Speziell:

Beweis: Die Funktion 77— = h(z) erfillt h(z + 1) = —h(z), ist meromorph auf C mit einfachen Polen

in z € Z, wobei Res(h,—n) = (—1)". Die gleichen Eigenschaften erfillt T'(z)I'(1 — z). Betrachte also

fz)=TEr1-=2) - sinT(rwz)' Dann ist f(z) beschrénkt fiir 1 < Re(z) < 2 und |Im(z)| > 1. In z € Z hat

sie hebbare Singularititen, also ist f(z) eine ganze Funktion, und wegen der Periodizitat beschrankt auf C.
Liouville: f(z) ist konstant. Wegen f(z) = —f(—2z) folgt f =0 und T'(2)[(1 — 2) = ==

sin(rz)”

Bemerkung: (a) (Legendre 1811) T'(%)['(2E) = Q\Z/fll“(z), vgl. [Freitag, Busam, p.201]. Beweis wieder

durch charakterisierende Eigenschaften der Gamma-Funktion.
(b) T(2E) = 1. 3. 2L/ fiir n gerade bzw. I'(2E) = 2. 4... 221 /7 falls n ungerade.

(c) Stirling’sche Formel [GKP, p.481]:

1< —— <eton,

V2rnntie—n

Eine genaue Formel erthalt man funktionentheoretisch wie folgt:

n! 1
n

Satz: (Stirling) Sei H(z) = 3.°°, ((z +n+ 1) log(1+ =) — 1). Dann ist H(z) auf C~ = C \ (R_)

holomorph (wdhle dort den Hauptwert des Logarithmus), erfillt in jedem Winkelbereich
Wy ={z;—1m+a <arg(z) <7 —a}

mit 0 < a < 7w die Limesbedingung
dim H(z) =0
2EWq,

und es gilt:

1

[(z) = V2rz""2e %),

Beweis: ([F-B, p.204], [Remmert, Funktionentheorie II))
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Folgerung: Fir x > 0 reell gilt: 0 < H(z) < % o ( L _ 1 ) = und damit erhdlt man die

n=0 \ z4+n rz+n—+1

n\" o)
n! =V2mn (—) et

1
12z
klassische Stirling’sche Formel:

Genauver [GKP, p.481]:
$2.n
nl =+v2mn (E)n e T8~ 550nT T Tzeens .
e

Bemerkung: (a) Mit d&hnlichen Methoden ergibt sich [F-B, p. 205]:

n

1
7~ log(n) — ~v = 0,577215664 . . . .
k=1

v heisst die Euler-Mascheronische Konstante.

(b) Weitere Charakterisierung [F-B, p.206] der Gamma-Funktion: f : C\ —N — C holomorph, f(1) =1,

F+1) =2 f(2), lim, o L ngtgg = 1. Damit gilt ebenfalls f = T.

() T(2) - T(z+ %) = 21722, /7'(22) - die sogenannte ” Verdopplungsformel”, vgl. [F-B, p. 206].

Binomialkoeffizienten:

Definition: (i) = % = w fur x € R,C, in beliebigem Ring oder x Variable, und k € Z,

wobei (i) =0 fiir k <0 heisst der k-te Binomialkoeffizient.

Speziell fiir t =n € N:

()t (1)

k! Ckl(n—k)
heisst fir n € N, n > 1 und 1 < k < n der k-te Binomialkoeffizient. Wir setzen (Z) =0 fiir K > n und
0
() =1.
o)

Wissen:

(x+y)" = Z (Z) T
k=0
(Beweis erfolgt durch Induktion iiber N), wobei (7)) := () = 1. Beachte 0! := 1.
Schreibweise fiir () in Maple: binomial(n k);
Satz 1: #{AC{1,... ,n},#A=k} = (Z)

Beweis: Folgt aus der Binomialentwicklung von (x 4 y)™ vermége dem Distributivgesetz.

Bemerkung: n = p Primzahl, so teilt p alle (i), 1 <k<p-1, denn: (ﬁ) € N aber k teilerfremd zu p.

Wegen (Z) =p- W ist der zweite Faktor in N. In Charakteristik p: (z + y)P = oP + yP.

Bemerkung: (i) ist Polynom in x vom Grad k mit Koeffizienten in Q, fiir £ > 0. Beachte: (Z) =1 fir
n €N, aber (7) =0 fir n € Z,n < 0.

Es gelten:

() =1 () == () = z2(2—1).
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() = (

(#) £ (,7,) fir 2 € Z, 2 < 0.

() =% (i2) fiir k #0, k€ Z.

k- (%) =2 (32)), fiir alle o, k, k € Z (Absorption).

PS: (z—k)(}) = k(*,") fiir k € Z, denn es gilt: (z—k)(}) = (z—k)(,",) = 2(,°.",) =«(*},}) fir 2 € N.

Da beide Seiten Polynom in x vom Grad k + 1 sind, gilt Identitét fiir alle x.
Satz 2: (§) = (“.") + (}_1). firk € Z.
Beweis: (a) Ausreichend, die Gleichheit fiir © € N zu zeigen. Verwende dann kombinatorische Interpretation

von (Z) wie im Satz vorher.

(b) Alternativ: ausrechnen liefert

x—1 z—k\ (z—DF (z-1)L
<k >+<k—1) Y
(- DE4 k(- 1)
B k!
(z—DEL (2 — k) + (x — 1)Lk
k!

_a:-(x—l)@_x_&_ T
o k! TR \k

(¢) Oder: Wahle z = n € N und beweise die Identitdt mit Induktion tiber n.

Bemerkung: Schreibt man C(n, k) = (}), so lautet die Rekursion

C(n,k)=C(n—1,k)+C(n—1,k—1).

Satz 3: Firn € Z gilt
T r+1 r+n "+ k r+n+1
@ (7)== ()= -7

Beweis: Es gilt (x+;”+1) = (x+") + (T:”) und die Behauptung folgt mit Induktion iiber n.

n 1

Satz 4: Firm,n € N gilt
0 1 Z k 1
m m m m m+1
0<k<

Beweis: Es gilt (;f:_ll) = (m?—l) + () und Induktion angewandt auf (mﬁ-l) = (SL) + ot (”71).

Bemerkung: Die letzten drei Sétze sind dquivalent zueinander (implizieren sich gegenseitig (s. PS)). [GKP, p.

. et1wa 4= 3 Yockmin (m) = Lomekzn (") = Xomanen (") = Cockcmn (m) = ("aii’) =
(m+n+ )

n

m—+1
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Satz 5 (Binomialentwicklung): Es gilt
o =3 (3)0

und zwar als endliche Summe fiir a € N; als formale Laurentreihe mit reellen Exponenten fir a € R; als
konvergente Laurentreihe fir o € R und || < 1.

Bemerkung: In den zwei letzten Féllen ist die rechte Seite asymmetrisch in z und y, da k > 0.

Beweis: O.B.d.A. @,y # 0. Dividiere dann durch y®, ersetze § durch  und erhalte (z +1)* =3_, -, (9)=*.
Das ist gerade die Taylorentwicklung von (z + 1) in = = 0.

Folgerung: Es gelten:

Satz 6 (Negation des oberen Index): (7) = (—1)k(k_i_1) firk € Z.

Beweis. 2k =x(x—1)...(x—k+1) = (-D)*(—2)(1—2)...(k—1—2) = (=1)*(k — 2 — 1)k fiir k£ > 0, sonst
beide Seiten gleich 0.

xT

Bemerkung: Doppelte Negation liefert (i) = (k)

Folgerung: Firm,n € N gilt

Beweis. Beide Seiten sind gerade (m:") = (m+”).

m

Satz 7: 3o, (i)(-D"=(-1)"(","), firmeZ
Beweis: Mehrfache Negation liefert: Zkgm (i)(*l)k _ Zkgm (k_i_l) _ (_$+m) — 1y (w_l).

m m

Satz 8: (z) (’73) = (i) (:;_IZ), fiir m,k € Z

m

Beweis: Nachrechnen flir z € N und verwenden, dass beide Seiten Polynome in z vom Grad m sind .

Satz 9 (Trinomialentwicklung, s. a. [GKP, p.168]): Firn € N gilt

(k+1+m) , Lm

(@ty+2)" = K1 ml
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Beweis: Ubung mit (x).

Definition: « € R" 3 € Z",(g) = (%i)(g") heisst Multinomialkoeffizient. Damit kénnen wir
schreiben: /

n\ (n—k _
e E Q) e

k.l

@) =3 (3)etor @)

k

Satz 10 Vandermonde (Vandermonde Faltung, 1772), (Chu Shih-Chieh, 1303):

; (mik> (nyk> B (;ii)»m,nez.

Beweis. (Siehe alternativen Beweus im Kapitel tiber erzeugende Funktionen.) Ersetze k durch k —m und
n durch n — m und erhalte dquivalente Formel

S (0)(,0)=(1)nen

Das sind Polynome in z und y vom Totalgrad n, also ausreichend zu zeigen fiir z,y € N. Rechte Seite
= Anzahl der Mdoglichkeiten, n Personen aus x Méannern und y Frauen auszuwihlen. Linke Seite: Jeder
Summand ist die Anzahl der Mdoglichkeiten, & Manner und n — k Frauen aus & Ménnern und y Frauen
auszuwéhlen. Die Gleichheit folgt. Alternativ:

<x+y> (z+y)!

n ) nl ((x +y) —n)!

fiir x,y € N.

Formeln fiir Binomialkoeffizienten:



;(mik) (ngk> - (iii)v m,n € 7

Z : 4 = Ity , leNymn € Z
n+k/\n+k l—m+n

k

> <m i k) (y Z k) (—1)F = (-t (3;_’7) leN; mneZ

k

-k Yy k_ ltm (Y —m—1
Z( . )(k_n)(_m =y ), LmneN
k<l
> (l_k><]+k>=<l+”1>, LmeN; n>j>0
m n m4+n+1

0<k<lI

Vereinfachungstechniken [GKP, p. 172-185]: Wir illustrieren geschickte Umformungsmethoden fiir
Summen mit Binomialkoeffizienten an einigen Beispielen:

Beispiel 1: 357, (8 = (Satz 8, > m > 0) = 35, B = e 20 (178) = ()7 S (17%) =

m

-1 _ — -1
(m) Eazo (TET) = (TG =

Bemerkung. Probe fir m = 2, n = 4 oder andere Werte passt.

m—k

. -1
Beispiel 2: Vereinfache ZZ:O % fir m > n > 0 und m,n € N. Betrachte dazu:

n

IUH (A B DIET TR (S

k=0

Wir rechnen

B = ZZ:O (z:ﬁ) = ZOSNL—kSn (m_rr(LT;k)) = ZnL—nSkﬁnL (mlin) = ZOSkSnL (mlin) = (mT:;-];-l) Dabei

wurden im vorletzten Schritt Nullsummanden erginzt. A ist B mit m — 1 statt m, also A = (mnjn)
Zusammen:

sk () _mA-(m-mB) __ n (") n

pors (™) (™ _mfn+1("*k) m-—n+1

n 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
A 1 1 0 -1 -1 0 1 1 0 -1 -1
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Idee: Finde Rekursion fiir A,,. Entweder durch unbestimmten Ansatz agA, + a1A,—1+ ... +agAn,_q =0

oder via:
n—=k n—1—k n—1—k
=S ( ) e () e e ()
k<n k<n k<n
B rfn—1—k rp1 (M —2—k
S NG Gt P SR C il (s
k<n—1 k+1<n
-1 n—2—k -1
— A _1\n _ _1\k _ _1\n—1
e (e = 2 (T e () e
, k<n—2 N —
(=" (—1)n—1
:An—l_An—2
fir n > 2. Daraus folgt A, = A, _¢ fiir n > 6, und Ay, ... ,as wie angegeben.

PS: Problem 4,5,6,7,8 in [GKP, p. 180-185].

Weitere Techniken: [GKP, p. 186-196].

Erzeugende Funktionen (vgl. spiteres Kapitel):
Definition: (a,)nen Folge in Kérper oder Ring, so heisst A(x) = Y, o, anx™ die zu (an)nen gehdrige
erzeugende Funktion, A(x) € K[xz]. Weiters definiert man die “exponentielle erzeugende Funktion” durch

p— an .M

Bemerkung. Mit erzeugenden Funktionen lassen sich viele Rekursionen schnell 16sen. Dazu:

Beispiel 1: a, = an_1 — apn_o fir n > 2 und ag = a1 = 1.

A(z) = Z anx™ = ag + a1z + Z anx”

n>0 n>2
=142+ g (an—1— an—2)a”
n>2
=1+z+ E ap_12" — E Ap_ox"”
n>2 n>2
=l+z+z- E A1zt — 2% E Y L
n>2 n>2

=l4+az+x-(Alx)—1)—2% Az).
Damit folgt weiter:

Alx)z? —z+1) =1

1
- 1—(z—2a?)
=l4z—a?+2>—223 42 + 23 - 32 +32° — 25 + ...
=14240-22—-2>—2*+0-254+25+2"+ ...

A(x) =14+ (z—2))+(x—2?)*+...

Beispiel 2: a, =a,_1 +apnt2, n>2, ag=a =1.
Dies ist die Fibonacci-Folge:
A) =250 =73 5y Ap_1z" "t 4 22 Do ap 22" 2+ 1+ =2(Alx)—1)+22A(x) +1+2
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Also: A(z) [l—z—2? =1 = A@) = —(m = —— 1 0 wobed Y5 — 1,61803.
goldener Schnitt. ’

Weiters: A(x) =

1 ( 1 1 )
V5 1_1+V5 1_1=V5

Damit a,, = %(

=3 ™ und der zweite Summand geht sehr schnell gegen 0, also

1 1++5 1—-+5

Qn = % ( 9 )" = ( 5 )")
Definition: (a,)qeny Folge in K indiziert durch Multiindizes o = (a1,... ,ay,) € N™ (oder Z") liefert
erzeugende Funktion A(z) = > oy aar® € K[z1,... ,2,] mit 2% = 27" - - 2p".
Definition (Shiftoperator): S; : K[x1,... ,2,] — K[x1,... ,2,], definiert durch ® — 2> ¢ heisst der

i-te Shiftoperator. (Id — S; ist das diskrete Analogon zur partiellen Ableitung bzgl. z;.)
Speziell: n =1 8, =8: Klz] = K[z], Y,soara™ — Yoy ana® ™t =375 app1z®,

Bemerkung: P € K|[s] Polynom in einer Variablen, (ay)ren Folge mit entsprechender erzeugenden Funktion
A(x) =50 arz®. Dannist P(S)ay = 0 fiir alle k > 0 eine lineare Rekursion mit konstanten Koeffizienten
von der Ordnung d = deg(P).

Genauer: Ist P = Zf o Cis', dann ist P(S)ay, = Zf o Citkyi = 0 fiir alle k € N.

Multiplikation mit 2% und Summation iiber k liefert >°, (P(S)ay)z* =3, Ez o Ciag127 = P(S)A(z) = 0.
Weiters: (SA(x)) -z =ag+ A(x) oder SA = “0+A Damit lasst sich P(S)A = 0 nach A 16sen.

Bemerkung: S operiert auf Folgen durch Rechtsshift, auf Potenzreihen durch Linksshift auf den Expo-
nenten von x.

Partitionen [Comtet, p. 94-99], [Andrews]:

Definition: Eine Partition einer natiirlichen Zahl n > 1 ist eine Folge A € N mit A\; > X >...> A\ > 1
und n = A1 + ...+ Ag. k heisst die Lange der Partition (klar: k£ < n).

p(n) := #{A Partitionen von n}, p(0) := 1.
Beispiel' 1=(1),
2), p(2) =2

= (1) =(2) :
3=(1%) =(12) = (3), p(3) = 3,
4=(1") = (172) = (2°) = (13) = (4), p(4) =5,
5=(1°) = (1°2) = (1?3) = (14) = (23) = (5), p(5) =T,
Wertetabelle:
n 1 2 3 4 5 6 10
p(n) 1 1 3 5 7 11 42
n 20 50 100 200
p(n) 627 204226 190569292 397299029388

Definition: n>1, 1<k <n, p(n,k) = #{\ Partition von n der Linge k}.

Bemerkung: Ist A Partition von n der Lénge k, so setze z; = #{\;, A\; =i} fur 1 <4 < n. Dann gilt
r1+ 229 +3x3+ ...+ nx, =n, sowie x1 + T2+ ...+ x, = k.
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Umgekehrt induziert jede Zerlegung n = x1 + 222 + ... + nx, mit x; > 0 eine Partition A von n durch
A=(n,...,ny,n—1,... n—1,... 1, ... 1).
—_— ——

Tn Tn—1 T

Satz: Fir k>n>1 ist p(n,k) =p(n) wobei p(n,k) = #{\ Partition von n, Linge A < k}.
Fir n >k > 2 gilt die Rekursion:

p(n k) =p(n, k — 1)+ p(n — k, k),
p(n,1):=1, p(0,k) :=1

Beweis: Fiir k > n ist die Aussage klar. Sei also n > k > 2. Es gilt: p(n, k) = #{z € N, 3" iz; =
n, 2?21 x; <k} =#{x e N, Z?Zl ix; =M, 2?21 x; <k—1}+#{xz e N >Siz,=n, > x; =k}
Die zweite Anzahl ist aber (wegen x; > 0) gleich #{z e N*~', 3L, (i —Da; =n—k, Y[ ,2; <k}.
Damit p(n,k) = p(n,k —1) 4+ p(n — k, k).
Satz: Sei P(z) =3 ;50 p(k)z* die erzeugende Funktion der p(k). Dann gilt
) 1
P — 1— 2t —1 — i
() = [T —a" 1—2)(1—22)(1—a9) -

i>1

Beweis: (1 —29) ! =142 +2% + 2% + ... und damit
[[a-a) ' =T +a' +2®+..) =[O ") =D Y .. akt2hetdhet.
i>1 i>1 i>1 k>0 k120 ka>0

Also ist der n-te Exponent gerade gleich

n

#{k € N", Y ik; =n} =p(n).

i=1

Bemerkung: (a) Es werden haufig Partitionen mit Zusatzbedingungen betrachtet, etwa A; ungerade, oder
alle \; verschieden, oder |A; — )\j| > 2, oder \; = +1 oder 4 mod 5.

(b) Ist A Partition von n, so zeichnet man dazu ein Young-Diagramm (werden in der Darstellungstheorie zur
Klassifikation von Darstellungen endlicher Gruppen verwendet).

Etwa: A = (5,5,3,3,2,1)
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Also ist \; gerade die Lange der Zeilen des Diagramms.
Die duale Partition A* ist gegeben durch die Langen A} der Spalten des Diagramms.
Klar: (A*)* = A

Satz [Andrews, p.8]:
p(n, k) := #{\ Partition von n der Lange > k} = #{\ Partition von n mit \; > k}

Beweis: Die Konjugation A — A* definiert Bijektion zwischen den beiden Mengen.

Satz (Euler): Seien P,(n) und P,(n) die Partitionen von n mit lauter verschiedenen geraden bzw. ungeraden
Summanden. Dann gilt:

Py(n) = P,(n) fir n# %m(?»m +1) und m € N,

(n) =Py(n)+ (-1)™ fir n= %m(i%m +1) und meN.

Beweis: [Andrews, p.10].

Folgerung: [Andrews, p.11] Es gilt:
[ (I —am) = 14+ 30 (~)m - amEm=D . (L gm) = 35 (—1)m - gamEm=D),

n=1

Beweis: vgl. [Andrews, p.11] oder PS.

Bemerkung: $m(3m = 1) heissen Euler’s Pentagon-Zahlen.
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Kapitel ITI: Spezielle Zahlen

Neben den Fakultéten a,, = n! mit Rekursion a,, = n-a,—1 und den Binomialkoeffizienten (}) = C* = C(n, k)
mit Rekursion C(n,k) = C(n — 1,k) + C(n — 1,k — 1) gibt es eine Reihe von anderen Zahlenfolgen, die
in der Kombinatorik eine wichtige Rolle spielen. Fiir viele gibt es entsprechende Polynomfolgen gleichen
Namens, deren Auswertung in 0 gerade die entsprechenden Zahlen sind. Der Zusammenhang zwischen den
Polynomfolgen wird durch den umbralen Kalkiil erklart.

mit A(0,0) =1, A(0,k) =0 fiir k> 1und A(n,k) =0 fiir k¥ < 0.Es gibt zwei Arten von diesen
Zahlen, die in gewissem Sinn zueinander dual sind (die durch die einen gebildete Matrix ist die Inverse der
anderen Matrix). Seien n,k € N:

s(n, k) = [Z} Stirling Zahlen 1. Art

S(n, k) = {n} Stirling Zahlen 2. Art
k
Fiir Tafeln mit Wertetabelle siehe auch [GKP, p.258 4 259].

Definition: S(n,k) =0 fir 0 <n <k, S(0,0) =1, S(n,k) =0 fir k¥ < 0 und S(n, k) = #{Partition von
{1,...,n} in k (nichtleere disjunkte) Teilmengen} fiir 1 < k < n.

Beispiele: n =4, k = 2 liefert:
{1,2,3} U{4},{1,2,3} U {3},{1,3,4} U{2},{2,3,4} U {1},{1,2} U {3,4},{1,3} U {2,4},{1,4} U {2,3}
also S(4,2) =T7.

Wertetabelle fir S(n,k):

0 1 2 3 4 5
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 1 3 1
4 0 1 7 6 1
5 0 1 15 25 11 1
n

Bemerkung: Es gilt S(n,2) = 2"~! — 1 fiir n > 1, denn: Eine der beiden Teilmengen, etwa die zweite,
enthilt n, und die erste ist eine (nichtleere) Teilmenge von {1,2,...,n — 1}. Davon gibt es 2"~ — 1 Stiick
(#Pot(x) = 2#%).

Satz 1: Firn > 1, k € Z gilt die Rekursion

S(n,k)=k-S(n—1,k)+S(n—1,k—1).
Beweis: [GKP, p.259; Com, p.208] Fiir eine Partition von {1,2,... ,n} in k& Mengen nummerieren wir die
Mengen so, dass die k-te Menge das Element n enthélt. Entweder ist die k-te Menge 1-elementig, dann gibt
es S(n — 1,k — 1) Moglichkeiten fiir die Auswahl der restlichen k — 1 Mengen, oder sie ist nicht 1-elementig,
dann konnen wir das Element zu einer Partition von {1,2,... ,n — 1} in k Teilmengen dazunehmen, und

davon gibt es k- S(n — 1, k) Moglichkeiten. Also S(n,k) =k-S(n—1,k)+S(n—1,k—1).
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Bemerkung: Man kann zeigen ([Com, p.204]), dass

S ky= - Y (1) (’“) (k=3 = & 3 () (k)

0<j<k J 1<i<k
sowie n )
T x

> S(nk)— = (e" = 1)

n>k
fir £ > 0, und

Z S(n, k y = ey(e™D)

n,k>0
gilt.

Siehe auch [GKP, p.351] und [Com, p.206], sowie Kapitel iiber umbralen Kalkiil.
Satz 2: Y, S(n,k)zk = 2™ fir allen > 0 oder in Matrizschreibweise fir S = (S(n,k))n ken:

(%2, )T =85 (2% 2L, )T

Beweis: [GKP, p.262] Induktion iiber n. Verwende z - 2% = 22+ 4 k. 2E. Damit:
=g ZS(n —1,k)x
k
=3 S(n—1,k)aktL +ZS n—1,k)kz"
k
=Y S(n-1k-1) :z:erZS n—1,k)kzk
k k

=> (S(n—1,k—1)+kS(n—1,k)) 2%

= ZS(n, k)x
k

Bemerkung: (a) Hier zeigt sich der Vorteil, die Summation iiber alle k& € Z laufen zu lassen.

(b) S = (5(n,k)),, x>o ist “unendlich dimensionale unipotente” Dreiecksmatrix, mit inverser Matrix
STh=1-(S—1)+(S—1)2—(S—1)>+....

Satz 2°: >, (=1)""*S(n, k:)xﬁ =z" fir allen > 0.

Beweis: Bs gilt & = (—1)" - (=2)* und die Identitit folgt aus Satz 2.

Bemerkung: Man priift leicht nach:
(a) S(n,n—1) = (3).
(b) Sn+1,m+1) =3, (})Sk,m) =>1_yS(k,m)(m +1)"~* fiir m,n > 0.

(c) Stm+n+1,m)=>37"k-Sn+k,k).

Definition: s(n, k) = [Z] = #{Permutationen von {1,2,...,n} mit k Zyklen} fiir n,k > 1 heisst die
Stirling-Zahl 1. Art. Wir setzen s(0,0) =1, s(0,k) =0 fiir k > 1, s(n,k) =0 fir k£ < 0.
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Beispiel: n =4, k = 2 liefert:
(123)(4), (124)(3), (134)(2), (234)(1), (132)(4), (142)(3),
(143)(2), (243)(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23).

Bemerkung : Y . _, s(n,k) = nl, da jede Permutation durch Zykeldarstellung eindeutig bestimmt.

Wertetabelle:
0 1 2 3 4 5 k
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 2 3 1
4 0 6 11 6 1
5 0 24 50 35 10 1
n
Bemerkung: Es gilt:
(a) s(n,1) = (n — 1)! = #{Permutationen von {1,--- ,n}, die ein Zykel sind}.
(b) s(n,k) > S(n, k), da jede Partition zumindest eine Zykelzerlegung liefert.
(¢) s(n,n—1)=S(n,n—1) = (})
Satz 3: s(n,k)=(n—-1)s(n—1,k)+s(n—1,k—1) firn>1keZ.
Beweis: [GKP, p.261] Jede Permutation von {1,2,... ,n} mit k Zykeln macht entweder aus n einen eigenen
Zykel (dafiir gibt es s(n—1, k—1) Moglichkeiten) oder fligt n einer Permutation von {1,... ,n} mit k Zykeln
hinzu, indem n zwischen oder hinter 1,... ,n — 1 eingefiigt wird und dabei immer dem vorhergehenden Zykel

zugerechnet wird (dafiir gibt es (n — 1) - s(n — 1, k) Moglichkeiten). Damit folgt die Behauptung,.

Beispiel: n = 4 : Der Zykel (123) liefert durch Einfiigen von 4 die Zykel (1234), (1243) und (1423);
beachte: (4123) = (1234). Die Permutation (12)(3) liefert durch Einfiigen von 4 die Permutationen (12)(34),
(124)(3), (142)(3) (und (412)(3) = (124)(3))-

Bemerkung: Die Erzeugende Funktion von s(n, k) (mit Vorzeichen) ist

S s(m DM = (1),

n,k

nx" 1
> sn, k) (1) = gy (1+ ).

k

Satz 4: Y, s(n,k)z® = 2™, n >0 oder in Matrizschreibweise mit s = (s(n,k)),, 150°

- = T
(%l ) =5 (@%at )"

Beweis: [GKP, p.263] Es gilt (z+n — 1)z = 21 4 (n — 1)2* und daraus folgt wie im Beweis von Satz 2,
dass: (z+n—1)z" ' =(@+n-1)Y,s(n—1k)z" =3, s(n,k)z*. Mit Induktion folgt die Behauptung.

Satz 4’: ", s(n, k)(—1)""ka* = 2™, fiir n > 0.
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Folgerung: 3(n,k) := s(n,k)(—1)""* liefert (8(n, k), p = (LS‘(n,k));}€

Bemerkung:  [GKP, p.264] Es gilt s(n +1,m + 1) = >, (ffl)s(n,k) fir m,n > 0 und s(n,m) =
S (—=1)mk (:l)s(n + 1,k + 1) und viele weitere Identitéten.

Definition: Die durch

ooSk(x)yk( , >m

k! 1—e¥
k=0

definierten Polynome Sy (z) heissen die Stirling-Polynome”, wobei 2% = e*1°8(*), Beachte hier: z(y) =

y-l—e) =y (y-%5+%—.. ) =(1-%+ % - g—i +...)~ ! ist Potenzreihe mit konstantem Term
. . . . 112 3

gleich 1, also existiert log(z(y)) als formale Potenzreihe, log(1 + w) = w — % + % —+...).

Satz 5: FEs gilt:
—_1)k
Sk(n):%ﬂ(n—i—lm—k—i—l) firn>k>0inN,
k
(—1)k . k!

G- Sk-n-lL-n-1) firne-N keN.

sp(n) =

Beweis: [Roman, p.129]
Euler’sche Zahlen [GKP, p. 267; Com, p. 51+242] :

Definition: A(n, k) = () = #{Permutationen von {1,... ,n} mit k& Anstiegen} heissen die Euler’schen
Zahlen (nicht zu verwechseln mit den Euler Zahlen E} [Roman, p.102; Com, p.48]), wobei fir o € S,,, 0 =
(01,...,0,), Anstieg an der j-ten Stelle bedeutet, dass o; < 011.

(A(0,0) =1, A(0,k)=0fiir k>1und A(n,k)=0fir £<0.)

Beispiel: n =4, k=2 liefert A(4,2) = 11 wegen

1324 1423 2314 2413 3412
1243 1342 2341 2134 3124 4123
Wertetabelle:
0 1 2 3 4 5 n
0 1
1 1 0
2 1 1 0
3 1 4 1 0
4 1 11 11 1 0
5 1 26 66 26 1 0
k

Bemerkung: Es gilt die Symmetrie A(n,k) = A(n,n—1—k) firn > 1, denn o = (01,... ,0p,) hat n—1—k
Anstiege genau dann, wenn o* = (o,,,... ,01) k Anstiege hat.

Satz 6: A(n,k)=(k+1)-Aln—1,k)+(n—k)-A(n—1,k—1) fir n>1.

Beweis:  Jede Permutation ¢ = (o1,...,0,-1) von {1,... ,n — 1} liefert Permutation von {1,...,n}
durch Einfiigen von n an einer Stelle in (o1,...,0,-1). Sei etwa n an der i-ten Stelle eingesetzt, T =
(01, ,04-1,My 04y oo yOp—1) € Sy, Ist i = 1 oder 0,1 < 0y, so bleibt die Anzahl der Anstiege gleich.
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Ist i = n oder o;,_1 > 0y, so erhoht sich die Anzahl der Anstiege um 1. Die Anzahl der Mdoglichkeiten
T aus o mit genau k Anstiegen zu erhalten ist (k + 1)-Mal die Anzahl der o mit genau k& Anstiegen plus
((n—2) = (k—1) + 1)-Mal die Anzahl der o mit ¥ — 1 Anstiegen. Also

Ank)=(k+1)-Aln—1,k)+ (n—k)-A(n—1,k - 1).

Bemerkung: Comtet schreibt A°(n, k) = A(n, k — 1) statt A(n, k).

Satz 7 (Worpitzky’s Identitat 1883): FEs gilt:

:z:":ZA(n,k:)« (x+k) firn > 0.
k

n

Beweis:  [Com, p.243] Beide Seiten sind polynomial in z vom Grad n, also geniigt es, die Identitat fir

x =0,...,n zu verifizieren. Wir verwenden die Identitdten
e 1—y
%:AOLk—-U-;J.y = 1=, et [Com, p.51]
und

Ank-1)= Y (1)2‘~<”7L1>.(ki)n [Com, p.243]

2
0<1<k

und erhalten mit Rechnung

Damit: Y, qi"y" = (1 —y)™" " 30 A(n,k — 1)y* oder nach Koeffizientenvergleich bei y':

in }:Am¢1y<”+”_ﬁ fiir 0< i < n.

n
k

PS: Alternativer Beweis durch Induktion iiber n, verwende wie in exercise 6.14 [GKP, p. 310+550] die

Identitéat: . . -
T+ T+ r+k+
: = (k+1)- yy ,
* ( n ) (k+1) <n+1>+(n ) < n+1 )
Satz 8: (a) Y A(n,k— 1)%@/’C = 71_;6:(3’1_?/) [Com, p.51].
(a’) 22 A(n k — 1)%yk_l = 6,(}_;1‘7’)_1/ [Com, p.51].

(b) A(n,k—1) = Zogigk (*l)l(njl)(k — Q)" [Com, p.243].

Beweis: (a’) Sei A'(z,y) = e,(yl__igﬂ wie in (a’). Dann folgt durch Rechnung

(y—y?) 04 + (zy — 1) 0, A’ + A’ =0.

34



Koeffizientenvergleich liefert die definierende Rekursion
An,k)=(k+1DAn—1,k)+ (n—k)A(n—1,k—1)

von A(n, k) aus Satz 6 mit gewissen Anfangsbedingungen wie fiir die A(n, k), woraus die Gleichheit folgt.
(a) Es gilt A(z,y) = A'(zy, %) =1+ y(A'(z,y) — 1) und die Behauptung folgt durch Rechnung.

(b) Nach (a) gilt > A(n, k — 1)%yk = % =(1-y)- leo ylelr=v) — > >0 7;:55 yi(1 -yt =
2 jinso(—1) ln L (”+1)x"yj+l und Koeffizientenvergleich liefert die Behauptung.

Definition: A, (z) = >, A(n, li 1)z* heissen die Euler’schen Polynome ([Com, p.244]). Die Polynome
E,(z) definiert durch ZE ()% = (e¥ + 1)71 -2 - e¥" heissen die Euler-Polynome ([Com, p.48]), und
E,, definiert durch ZEnle (e Y+ 1) ! - ¥ heissen die Euler-Zahlen. Es gilt E, = Z”En(%) und
Ey(z)=Y, (})27"Ep(z — $)m*F (Wertetabelle siehe in [Com, p. 48+78]).

Wertetabelle fir Ey,:

n 0 1 2 3 4 5 6 7
E, 1 0 -1 ) -61 1385 -50521 2702765

Bemerkung: Es gibt auch Euler-Polynome E.*) (2) fir € R, und Ey(Ll)(a:) = FE,(x). Siehe dazu [Rom,
p.102]. Weiters gilt ([Rom, p.102]):

k k! <Zy) = €21y +1 =1- Zta'n(y)a
2YEi(3) ’ ’
> T i) = e = seely)

k

und daher heissen die 2¥Ey,(0) Tangenszahlen, Ey, = 2F Ey(
torische Interpretation dieser Zahlen).

1) Secanszahlen (vgl. [Com, p.258] fiir kombina-

Satz 9: (a) An(2) =73 4, k! S(n, k) (z — n=k
(b) Zkzo kneak = (1— )" (n+1)An( ).

Beweis: [Com, p. 244-245].
Bernoulli Zahlen (Bernoulli, 1654-1705) :

[GKP, p. 283-290; Com, p. 48-220; Rom, p. 93-100]

Definition: Die Bernoulli Zahlen By, und die Bernoulli Polynome B, (x) sind definiert durch:

y" -
E Bnaz(eyfl) '
Y' v )ty v
> " Bn() = =1) e

mit B,, = B,(0) € Q [Com, p.28].

Wertetabelle fir By,:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
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30 42 30
n 9 10 11 12 14 16 18
5 691 7 3617 43867
By, 0 66 0 ~ 2730 6 ~ 510 798

Satz 10: Die Bernoulli Zahlen erfilllen die (unbeschrdinkte) Rekursion
n n + 1

Z( N )Bk:O firn>1
k=0

By=1

Beweis: [GKP, p.284].

Satz 11: Es gilt

n—1 m
1 m+1
= .B_m-‘rl—k'
S g () e

=0

Beweis:  [GKP, p. 283] durch Manipulation mit den Summen und der Anwendung diverser Umfor-
mungstricks.

PS: Beweise Satz 4 mit erzeugenden Funktionen ([GKP, p.367]).

Satz 12: (a)

n

k!
B, = kZ:O(*l)km (n, k).

Beweis: Hinweise in [Com, p.230], vgl. auch [GKP, p. 289/290]

Satz 13: (a)

X ZQk 22
z-eot(z) = (~4)" Burpgrs; =1-2)_ ma s
E>0 E>1
(b) .
¢(2n) = (71)"*1(2 )'22”*%2”32” fiir n > 1
n).
(c)

—1 1 2k—1
tan(z) = %(-1)’“ 4k 4k — 1)ngm2 k=t

Beweis: [GKP, p.286].
Satz 14: Die Bernoulli Polynome erfiillen die Funktionalgleichung
Bn(z +1) = By(z) +na™ L.
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Beweis: FEinsetzen in erzeugende Funktion ([Rom, p.95]).

Fibonacci-Zahlen [GKP 290-301]:
Definition: Die Fibonacci-Zahlen F,, werden durch die Rekursion 2. Ordnung gegeben: (Fibonacci 1202)

Fo=F, 1+ F, 2 n>2

Fy=0, Fi =1
Wertetabelle:
n 0 1 2 3 4 5 6
F, 0 1 1 2 3 5 8
Beispiel: Zwei Glasscheiben werden aufeinander gelegt, und Lichtstrahlen werden von ihnen reflektiert

wie folgt:

[\ ]

\ \ \ \

Die Anzahl der Durchgangsmoglichkeiten bei n Reflexionen ist F,, 11 [GKP, p.292].

Satz 15 (Cassini): Fs gilt
Fop1Fyy — F} = (-1)" firn > 1.

Beweis: Induktion iiber n: n=1: OK. n>1: F, 1 Fy 1 —F2=(F+F 1)F 1 —F(Fo 1+ F, 2) =
_(FnFn72 - Fr%—l) = _(_1)n_1~

Beispiel: Teile Schachbrett wie folgt, klebe es zusammen und erhalte 65 Quadrate [GKP, p.293].

/
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PS: Fiihre dies aus fiir ein F;, x Fj,-Schachbrett (verwende Unterteilungen gegeben durch Fy, 11, Fy, Fr—q
und F,,_o) und erhalte F,,_1 X Fj,;1-Rechteck mit 1 mehr oder weniger Quadraten nach Cassini.
Bemerkung: Tteration der Rekursion liefert [GKP, p.294]

F7z+k - Fan+1 +Fk—1Fn

fiir alle k,n € Z (wobei F_,, := (—1)""1F,, durch Fortsetzung der Rekursion auf negative Indizes). Setzen
von k = n und Iteration liefert, dass F), jedes Fy,, teilt, m > 1. Etwa Fi5 = 610, F3 = 2, F5 = 5. Es gilt
sogar (exercise 6.27, [GKP,p. 312+551])

ggT(Fma Fn) = FggT(m,n)-
Zum Beispiel: ggT'(Fi2, F1s) = ggT(144,2584) = 8 = Fg.
Satz 16 (Zeckendorf 1972): Jede natiirliche Zahl n > 1 hat eindeutige Darstellung

n= Zska mit 0<ep+epr1 <1, e € {0,1}  fir alle k.
k>1

Beispiel: 1 000 000 = 832 040 + 121 393 + 46 368 + 144 4 55 = F3g + Fhg + Fos + Fi2 + Fio.

Beweis: Wiahle ko maximal mit Fy, < n, schreibe dann n — Fy, =3 .~ &F;, mit & =0 fiir i > ko — 1.
Benutze dazu, dass Fj, <n < Fiy41 also n— Fy, < Fyoq1 — Fiy = Fi,—1. Damit Existenz. Eindeutigkeit:
Ist kp maximal mit Fj, < mn, so muss €, = 1 sein, da Fy,_1 + Fiy—3 + - = Fi, — 1 < n. (Beweis durch

Induktion iiber ko).

Satz 17: (Euler 1765), (Binet 1843) Es gilt

{505

Folgerung: F, = [(

Beweis der Folgerung: Da % . \(1*2\/‘?’)"| < & fiir n > 0 gilt, folgt die Behauptung.

Bemerkung: Aus der geschlossenen Form fiir F, folgt Cassini’s Identitat (Satz 15).

Beweis des Satzes: F(x) =3 -, Fn(x)z" erzeugende Funktion der F), erfiillt wegen der Rekursion fiir die
F,, die Funktionalgleichung a
F(z) — 2F(z) — 2*F(z) = z,

also

Py "L 1 1
x_l_x_x2_\/5 1771';\/533_171_‘/5:5

1
1—

Mit Potenzreihenentwicklung von ;= folgt die Behauptung.

Definition: Der Wert 14'2—\/5 =1,61803 ... heisst der goldene Schnitt, 1_2‘/5 = (1+2\/5)_1 = —0,61803 ... .

Beispiel: n=10: (2Y3)10 =55 00364, Fyo=55 (155)11 =88,99775, Fi; = 89.

Bemerkung: Fy12 = #{Teilmengen von {1,...,n} die keine benachbarten Zahlen enthalten} =: G,,.
Denn: G, =3, (";k) nach [Com, p.21: Theorem A]
und G, = Gp_1+Gp_o firn > 2.

Go=1 0,

Gi=2 0, {1},

Go=3 0, {1}, {2}.
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Kapitel IV: Erzeugende Funktionen und Rekursionen

[GKP, p. 320-380], [Com, p. 43-52]

Definition: Ist (a,)nen Folge in K, K Korper oder Ring, so heisst

A(z) = Z anz” € K[z]

n>0

die zugehorige erzeugende Funktion, und

die zugehorige exponentielle erzeugende Funktion. In mehreren Variablen: (aq)aene Folge in K, A(z) :=
Y aenn Ga® mit 2% = x7t - xpr, bzw. A%(x) = Y0 oy G Sy mit @l = ag!- - ay,!

Bemerkung: (a) Die erzeugende Funktion ist eine formale Potenzreihe, Konvergenzfragen sind weitgehend
irrelevant.

(b) Wir setzen a, = 0,a, =0 fiir n < 0 oder a ¢ N, a € Z" sodass A(x) =, apna™ bzw. A(z) =) ag.
(c) Ist an, n € Z fiir n <ng € Z gleich Null. so erhalten wir eine Laurent-Reihe A(z) = 3, -, anz™.

(d) Schreibweise: [z"]A(x) = a,, der Koeffizient von z™ in A(x).

(e) K[x] ist eine K-Algebra von formalen Funktionen, auf die man (formal) die {iblichen Operationen mit
Funktionen anwenden kann: Komposition (= Substitution), Differentiation, Integration, Auswertung in 0,

Variablensubstitution. Zudem kann man Indizes verschieben (Shift). Dies erlaubt es, Gesetzméssigkeiten
und geschlossene Formen fiir die Folge zu finden.

Beispiel 1: Ein 2 x n Schachbrett werde mit 2 x 1 Dominosteinen belegt. Wieviele Mglichkeiten gibt es?
Nachrechnen ergibt folgende Wertetabelle:

n 0 1 2 3 4 )
G 1 1 2 3 5 8

und wir vermuten, dass a,, = F,, (Fibonacci Folge). Rekursion:

| - | H

n-2 2 n-2 2

und damit a,, = ap_1 + ap_2. Ausserdem gilt a9 = 1 und a; = 1, also a, = F,. Erzeugende Funktion:
Az) =) apa™ mit A(z) = 7 wie bei Fibonacci Folge.

p——

Beispiel 2: FEin 3 x n Schachbrett wird mit 2 x 1 Dominosteinen belegt. Bestimme die Anzahl a,, aller
Moglichkeiten.

Wertetabelle:
n 0 1 2 3 4
an, 1 0 3 0 11

Finde Rekursion fiir a,, (sieche [GKP, p.325] fiir graphische Darstellung). Setze A(x) = > a,z™. Betrachte
nun Belegungen von
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n—1 n

und sei b, bzw. ¢, ihre Anzahl, mit erzeugenden Funktionen B(z) = > byz™ und C(z) = Y ¢,2™. Durch
Ansetzen von 2 bzw. 3 Steinen erhalten wir Rekursion fiir a,, wie folgt:

2 n-2 n—1 n-2

n-2 n—1
also a,, = a,_9 + by, _1 + ¢p_1. Dies geniigt nicht, wir brauchen auch Rekursion fiir b, _1 und ¢,_1. Aber:

n n-2

n—1 n-3

also b, = a,_1 + b,_o und analog aus Symmetriegriinden c,, = a,_1 + ¢,_2. Schreibe nun v,, = (a, by, )T
und erhalte
Uy =FE v, 1+ F v, 0
mit
011
E = 100
100

und
100

F=1|010] = I
001

Sei V(x) = Y v,2" € K[x]? erzeugende Funktion, so erhalten wird durch Verwenden der Rekursion:

V(z) = Zvnz" = Z (BEvp—1 4+ Fo,_2) 2" + v + 12
n>2

= E V12" + E Vp—ox™ + vy + 017

=F- E V12" V| cx+ F- E U2z 2 | 2% + vy + vi2
n>2 n>2

=E(V(z)—wvo) -2+ F-V(x) 2? +vo+viz

und damit (I3 — Ez— f22)V(z) = —Evox+vo+viz also V(z) = (I3 — Ex— Fx?)~ 1 (vg+viz— Evgx). Wegen
vo = (1,0,0)7 und v; = (0,1,1)7 erhalten wir durch Rechnung und wegen E - vy = v; die Reihenentwicklung

V(z) =1+ (Bx + Fa?) + (Ex + F2*)? +...]-(1,0,0)7.
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PS: Berechne damit die ersten Glieder der Folge (ay)nen-
Bemerkung: Alternative Berechnung mit Potenzreihen in Spalten und Zeilen siehe in [GKP, p. 325-327].
PS: Studiere die Argumentation in [GKP, p. 325-327].

Beispiel 3: Miinzenkombinationen [GKP, p. 327 — 330]. Wie viele Moglichkeiten gibt es, mit 1, 2, 5, 10,
20, 50 Cent-Miinzen einen gegebenen Cent-Betrag zu erreichen.

1. Fall: Verwende nur 1-Cent Miinzen, dann ist die Anzahl a,, = 1 fiir alle n > 0, also erzeugende Funktion
Al(@) =1+z+a’+... =2, 2"

2. Fall: Verwende nur 1-Cent und 2-Cent Miinzen und sei b,, die zugehorige Anzahl. Sei a,, die Anzahl fiir
nur 2-Cent Miinzen, mit erzeugenden Funktion A(z) = A%(x) = 1 + 22 + 2%+ .... Fiir die Anzahl b, gilt:

n
bn = § ak:dnflw
k=0

also ist die erzeugende Funktion von (b,,) gegeben als Produkt:

-t dy - (o) (o

Al(z) A%() >0 >0

Sei Z(x) die erzeugende Funktion von (zp)nen, 2n die Anzahl der Moglichkeiten mit 1, 2, 5, 10, 20, 50 Cent
Miinzen einen Betrag von n Cent zu erreichen. Dann gilt:

Z(x) = Al (x) - A%(x) - A%(x) - A (x) - A%O(z) - A%

mit A™(2) =3 502" = !

1—am™*

Bemerkung: Gibt es Cent-Miinzen von jedem Wert k, so ist die zugehorige erzeugende Funktion

oo

P@) =[] = = Yo"

k=1 k>0

wobei p, = Anzahl der Partitionen von n. Es gilt (Ramanujan):

P2nt4 =0 mod 5,
Prnts =0 mod 7,
P1in+e =0 mod 11,

siehe [Andrews].

Wiederholung formale Potenzreihen

x = (x1,...,2,) Vektor von Variablen, o« = (a1,... ,a,) € N*. A(z) = > aqz®, B(z) =Y boz* € K[z]
formale Potenzreihen iiber Korper K (Charakteristik = 0). Die wesentlichen Operationen in K[z] sind:

(1) Addition: C(z) = A(x) + B(z) = Y. cox® mit ¢, = an + by komponentenweise.
(2) Skalarmultiplikation: C(x) = X+ A(z) = Y cox® mit ¢, = A - a, komponentenweise.
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(3) Multiplikation: C(x) = A(x) - B(xz) = > cqx® mit

Co = Z Anybo—y = Z a~bs

YEN™ v,8ENT
Y<cpo Yt+o=a

(sogenannte Faltung von Folgen).
(4) Multiplikative Inversion: A(0) = ag # 0, weiters sei C(x) = A(x)™! = Y coz® das Inverse von A.

Fiir ag = 1: A(z) = 1 — B(x) mit ordB(x) = min{|al,b, # 0} > 0 gilt: C(z) = 1+ B(x) + B(z)? + ...
wohldefiniert als formale Potenzreihe (sieche Abschnitt iber Topologie unten).

(5) Komposition: C(z) = A(B(x)), mit B(0) =0 (ordB > 0) mit C(z) = _ an (B(z))" wohldefiniert als
formale Potenzreihe.

(6) Partielle Ableitung: A(x) = aqx® . 0;A(x) = a‘ZiA(x) =Y aqq;x* % wobeie; = (0,...,0,1,0,... 7O)I
Standardbasis von Z". Es gilt

P A(x) = Z Qg (g) BlaeF = Z agalaoh

wobei (§) = [Ti, (3), B! =TI[, 6! wnd of = af™---ai™

(7) Kompositionelle Inversion: A(x) = (Ai(x),...,A,(x)) Vektor von formalen Potenzreihen, DA(x) =
(0;A4;(x))1<i j<n Funktionalmatrix, A(0) = 0 € K". Satz iiber inverse Funktionen: Es gibt B(z) =:
A(z)~! mit A(B(z)) = B(A(z)) =z = (z1,... ,2,) mit B(z) = (B1(z),...,Bn(x)) Vektor von formalen
Potenzreihen, B(0) = 0 € K", genau dann wenn DA(0) = m,(K) eine invertierbare Matrix ist.

Speziell: n =1: A(z) = Y,-, axz” invertierbar, genau dann wenn a; # 0, also genau dann wenn A(z)
einen linearen Bestandteil hat.

Beweis: vgl. PS.

(8) Shift: v e N", A(z) =Y aqz®, E,: K[z] — K[z] Shiftoperator bzgl. v, E,A(z) := Y aqz®™.
n=1vy=1:E,=E, EY apz* =Y apa**1.

(9) Diskrete Differentiation bzgl. x: 0;A = E;A — A.

(10) Division: Sei <. Monomordnung auf N", A € K[z], A = > aqax®, Initialmonom = inA(x) = a,x®
mit « minimal bzgl. <. in Trager A = {a € N",a, # 0}. Dann hat jedes R(z) € K[z] genau eine
Darstellung

R(x) = P(z) - A(z) + Q(z)
mit P(z),Q(z) € K[z] und Trager Q C N™\ (o + N").

Beweis: Adaptiere den euklidischen Divisionsalgorithmus fiir Polynome auf den Potenzreihenfall.

Speziell: n = 1,d = ord A(x), agz? Initialmonom von A(x), dann R(z) = P(x) - A(z) + Q(x) mit Q(x)
Polynom vom Grad < d. Damit kann man zeigen: Fiir n = 1 ist K[z] Hauptidealring, und jedes Ideal I
wird sogar von einem Monom erzeugt, nimlich z* mit k¥ = min{ord A, 4 € I}.

(11) Konvergenz: (Ag(z))ren Folge in K[x] konvergiert in K[x] mit Limes A(z) € K[z] genau dann,
wenn lim,,_,cord(Ax — A) = 0.

Damit erhélt man Topologie auf K[z], die z-adische (oder m-adische) Topologie. Sei m = (z1,...,%,) €
K[z] das einzige (!) maximale Ideal von K[z] (denn K[z] \ m = K[z]* = invertierbaren Elemente), und

42



mk = (2% |a| = k) = {A € K[z],ordA > k}, so ist m¥ Umgebungsbasis der 0 (und entsprechend A + m*
Umgebungsbasis von A € K[x]).

Eine Reihe ), ., Ar(x) konvergiert in K[z] genau dann, wenn limy_,ordA; = oo (betrachte Folge des
Partialsummen).

Beispiel: (a) multiplikatives Inverses: Sei A(z) =1 — B(z) € K[z] mit Ag =1 (also By = 0). Dann gilt

1
Al'=1-B)'=——=14+B+B*+...
—_—
konvergiert in K[x]
(b) Euklidische Division von formalen Potenzreihen: Sei A € K[xq,... ,z,] mit in(A) = 2% mit o minimal im

Triager von A bzgl. einer Monomordnung auf N™ (zum Beispiel lexikographische Ordnung). Dann existieren
zu jedem R € K[z] eindeutige Potenzreihen P, @ € K[z] mit Trager(Q) C N"\ (a+N") und R = P-A+Q.

(c) Satz tiber inverse Funktionen: vgl. PS.

(12) Borel Transformation: A(zx) =Y anz™, dann heisst

A*(.T) — Z%xn

die Boreltransformierte von A(x).

(sieche Abschnitt unten {iber exponentielle erzeugende Funktionen)

Beispiele von erzeugenden Funktionen:

Gegeben sind eine Folge (an)nen mit zugehoriger EF (erzeugenden Funktion) A(z) = ) . an2™ in einer
Variablen [GKP 335]. B

ap=1: A(z) =Y a" =,

an = (=1)": Alz) = S (-1)"a" = L,

an=n+1: Alx)=>(n+1)z"=>_a") = ﬁ’

ap=c": Ax) =Y c"a" =2

an=(p): Al@) =35 ()2" = 1+2)",
Loa0=0: Alx) =35, % =log(%),

an =41 Alx) =3 L =e".

Ay =

Rekursionen in einer Variablen: (a,),en Folge in K oder in beliebigem Ring, etwa M, (K), d € N,
c1,...,cq € K Rekursion:
ap = C1ap—1 + ...+ Cqlpn_q, N >d,

ag vorgegeben in K,

aq—1 vorgegeben in K.

Letztere Bedingungen heissen Anfangsbedingungen. Ziel: Finde “geschlossene Form” fiir das n-te Folgenglied
Q.

Bemerkung: Die Rekursion a,, = > ¢;a,—; kann auf n € N oder n € Z ausgeweitet werden, sofern wir fiir
n < 0 a, = 0 setzen und fiir n =0,1,2,... ,d — 1 Korrekturterme mit Kroneckersymbol hinzufiigen, um die
Anfangswertbedingung zu erfiillen:
d
an = Z Ciln—i + 0poQo + ...+ Op d—104—1 (%)
i=1
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mit n € Z oder n € N.
Algorithmus zum Lo6sen” der Rekursion:
Betrachte die erzeugende Funktion A(z) = >° _yan,2™ und ersetze a,, durch (x),

d d—1
= Z Z Cilp_12" + Z Z Onia;x".

neN =1 neN =0

Schreibe nun:

und erhalte
d
(x) = Z cixz'A(x) + B(x)
i=1
mit B(z) = oy Zd Y Spiaia™ = 2?2—01 a;x" Polynom vom Grad < d — 1. Umformen ergibt:

B(x)

A(x)_l—z ¢t

- = B(z)- (1 +c(x) +e(z)®*+...)

mit ¢(x) = Z?Zl c;x'. Verwende hier entweder geometrische Reihe in ¢(z) oder Partialbruchzerlegung iiber

C von %.
Bemerkung: Ist A(x) = fgi) mit 1 — ¢(z) = [[;-, (1 —a;z)" und o; € C alle verschieden so ist

an = g1(n)at + ...+ gm(n)a?, mit g;(n) Polynom in n vom Grad d; — 1 und mit Leitkoeffizient [GKP,
p.341]

B(;;)

a;

(di = D11 = 3%

i

Beweis durch Induktion tiber max(dy, ... ,dn).

Beispiel: [GKP, p.341] Betrachte a,, = ap—1 + 2ay,—2 + (—=1)" fiir n > 2 und ap = a; = 1.

Wertetabelle:
n 0 1 2 3 4 5 6
an, 1 1 1 5 14 23 52
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Fir n > 2:
A(z) = Z apx" = Z(a"—l +2ap-2+ (=1)" + o) - 2"

= xZan_lx”_l + 222 Zan_gx"_Q + Z(—l)”m” +1

n>2
1
— 222)A )
(z + 2z7) (x)+1+x+x
Daraus: ) )
1 1 1
Alw) (1 —g—2?) = LF2 1 1dota”
1+=x 1+2x
also:
2 4+z+1

A@ = T =)

mit oy =2, dy =1, as = —1, dy = 2. Also nach oben:

an =c1-2" + (can+c3)(—=1)™.

Rechnung liefert ¢; = %7 Ccy = %, c3 = % und damit
7 1 2
n==2" - —)(=1)".
a 9 +(3n+ 9)( )

PS: Bsp. 3 [GKP, p. 343]: Vektorielle Rekursion.
Bsp. 4 [GKP, p. 344]: Geldwechsel.

Bsp. 5 [GKP, p. 346]: A(z) =Y nla™.

Bsp. 6 [GKP, p. 348]: Graphentheorie.

Erzeugende Funktionen spezieller Zahlen

[GKP, p.351], [Com],[Rom];

Bernoulli-Zahlen:

Stirling-Zahlen 2. Art:

3" S(n,k)a" = (a7 =

Stirling-Zahlen 1. Art:




Binomialkoeffizienten:

FEuler’sche Zahlen:

PS: Faltungen von Folgen: Beweise

-~ 2nk,i1 — (n+1)F,

k=0
5 (1.

m/,n—
k=0

Exponentielle erzeugende Funktionen [GKP, p.364- 471] Sei (an)nen Folge in Korper oder Ring,
A(x) = 3 fra™. Beachte A'(x) = 3°, o) Tna”™™ = 2 >0 fntlgn st EEF von (an41)nen (Shiftoperator

]
von Folgen). A, B EEF von (a,,), (b,), dann C' = A - B EEF von (c,,) mit ¢, = 3. (}) arbn—g, also ist (<)
Faltung von (“—") und (%)

n!

oder

sieche auch [GKP, p.354].

Beispiel: [GKP, p. 366] Sei S,,(n) = Z;é k™. Betrachte dazu:

S(z) = So(z) + Si(x ZS

meN
n—1 n—1
= Z Z k™ = Z Emz™
meN k=0 k=0

xT

_”211_1(1+1++1>
“l-kr x\1-0 1-1 " T-nt1)’

Aber: S(z) = S(z,n) =3, cn SmT(I"):E’” =3 en s kmm,m SRy ekt = 2= und es gilt S, ( ) =m!
(m-ter Koeffizient von S(x)). Aber: B(x) = 2 k>0 BkH = g mit By Bernoulh Zahlen, also S(z,n) =
B(x) - e"’;q = (Zk Bk“,;—lf) (Ek kJ:l k) und schliesslich: Sy,(n) = m—H(Berl(n) +1(0)) mit

Bernoulli-Polynomen B, (z) = >, () Bra™ .
Beispiel: Graphentheorie + EEF: [GKP, p.368].

Hoher-dimensionale Rekursionen: [Bousquet-Milou, M. Petkovsek, Linear Recurrences with constant
coefficients: the multivariate case. Discrete Mathematics 225 (2000), p. 51-75]. Sei n € N fixiert, I' C Z"
eine endliche Teilmenge (von Shifts v € T'), sei 8 € N mit §+I' C N™ und sei g : N"\ (8+N") — K =Korper
oder Ring gegeben (Anfangsbedingung), sowie ein Vektor (¢4 )yer in K. Wir betrachten die Rekursion (*):

aq =by fir a € N"\ (8 +N"),

Ao = Zcﬂfawrv fir o € 6+ N".
yel
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BN \beta

~._H(\lambda)

\Gamma

Annahme: Es gibt ein A € N} mit A\-y = >~ A7y < 0 fiir alley € T' (also liegt T' in offenem Halbraum gegeben
durch die Hyperebene Hy = {a € Z"; Aa = 0}. Behauptung: Dann hat die Rekursion von zuvor genau eine
Losung (aq)aenn und die EF A(z) = > cyn @2 kann durch nachfolgenden Algorithmus berechnet werden.

Beweis: Sei E., der Shiftoperator E.(aq)a = (aa + 7)o und damit Ey = 1 die Identitét. Schreibe (*) als:

(1 - Z%a)(aa) =0 firaeB+N"

~yel
1-(aq) = ba fir oo € N™\ (8 +N").

Setze nun Eya, = 0 falls o + v ¢ N” (oder a, = 0 fiir o ¢ N") sowie b, = (1 =2 er c,YE,Y) (aq) fir
o e N\ (3+N") und b, fiir @ € 3+ N". Damit erhalten wir die Rekursion

<1 _ ZE) (a0) = b

yel’

fiir alle o € N". Wegen ¢, < 0 fiir v € I' konvergiert die geometrische Reihe

[1 +>03 cWEW)k} (ba)

k>1 ~yel

fiir jedes « (da nilpotent). Wir erhalten

o= [ X (S em) o

k>0 ~el
fiir « € N™.
Bemerkung: Statt 8 € N™ mit §+I' C N” sollte man [1,...,08r € Z" so wihlen, dass 1, ... , 8r minimal
mit

-T+N"=uUr B + N,

also (3; die komponentenweise minimalen Elemente von —I" + N™.
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—\Gamma + N”n

\beta_i

\Gamma

Ausgedriickt durch EF: A(z) := Y /n aa2®, B(x) =) cpn bax®, so setze

S(x)=1- cha:_”’ =z 7| aP - chxﬁ_V
B!

::5’(&0)

mit S(z) Polynom. Dann gilt S(z)-A(z) = A(@) =32 er & 2nezn @Y = A(@) =32 cr ¢y 2 nezn GatyT®
und damit ist (*) dquivalent zu:

in K((z)) (= Laurentreihen) oder
Multiplikation mit x” liefert:

in K[z]. Also ist A(x) der Quotient der Division von B(z)-2# durch die Potenzreihe S(z) mit Initialmonom
2% (S(z) ist zwar Polynom, wird aber als Potenzreihe betrachtet).
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Kapitel V: Summation von hypergeometrischen Reihen

A. Hypergeometrische Reihen ([GKP, p.205-256], [A=B, p. 33-119))

Definition: >, cxz® € K|x] formale Potenzreihe in einer Variablen, K Ring oder Korper, heisst
hypergeometrische Reihe oder Funktion, und ciz* heisst hypergeometrische Term, wenn

Co = 1
Ck+1 _ @
e Q(k)

rationale Funktion ist mit P, () Polynome in einer Variablen iiber K.
Satz 1: S(z) =),y cxz® € C[x] hypergeometrisch <= Jay, ... ,a, € C und Ib,... b, € C, b; ¢ —N
mit

Cph = ——
bE b

(wohldefiniert, da b; ¢ —N), wobei aF =a(a+1)---(a+k—1), a®, 0! =1,
Beweis: <« S+t — _(a14k)-(am+k)

rationale Funktion in k£, und ¢y = 1.

ek (bitk)--(bn+k)(k+1)
: c’zzl = % rationale Funktion in k. Mit dem Fundamentalsatz der Algebra folgt: Jaq,...,a, € C;
Jby,... by, ¢ —N mit P(k) = (a1 + k)...(am + k) und Q(k) = (by + k)...(bn + k)(1 + k) (evtl. nach

Erweitern von g mit (1 + k)) und die Leitkoeffizienten von P und @ konnen gleich 1 gesetzt werden durch

Inkorporation des Faktors in z.

Schreibweise:

F(a,b, ) F(ay,... ,am|b1,... ,bu;z) = Flay,... ,am;b1,... ,by;x)

ai...Qm
= .F,
<b1 -bn )

© k koK
o Zal--~amx
N EopE k!
=0 blbn :

Beispiele: (1) F(co,00,2) = F( | |z) = F(1|1|z) = F(ala|z) = )", % =e”.

(2) F(ai,... ,am|b1,... ,by|x) = F(ay,... ,am,alb,... by, a|x).

(3) F(L1Lz) =32, }gr =2 et =22k =

(3) Fla11fe) = ¥ §ra = 3 () = e

(3") F(—a,1]1| —z) = (1 +2)* = Y, ({)2* mit binomischen Lehrsatz (Verwende (_‘H;f_l) = (=D*(Y)

[GKP, p. 174] obere Negation).
(4) F(1]b,1]z) = >, b(bli)k' ,fj modifizierte Besselfunktion.

) F(a,blc|lz) = >, @ Mo %, Gauss’sche hypergeom. Reihe (1812). Losung der gewdhnlichen linearen

ck

(5
Differentialgleichung 2. Ordnung
(1 —2)F"(x)+ (c—z(a+b+1))F(z) — abF(x) = 0,
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1 —xz)* z 22 23 In(1+=
Speziell: F(1,1|2\—x)22%(k_!):1_§+?_Ti_”: D(Ltz)
2 kt-2) (k+5) (k+1
(6) Clzzl — ki?;’:ﬁlo - ((k:';gkt_))((kj-l)) 1= Y =cF(2,5 1%, -1

(7) Y ro (y‘};k) = (y+Z+1) (Beweis per Induktion iiber n). Interpretation als hypergeom. Reihe (y € Z).

SIS CRPR s

k=0 k>0

copr _ (k+1)(k—n)

o Ty - Lund co = (ytn)’ also ist die obige Identitat Aquivalent zu

(y;;”) CF(1,—n| —n—yll) = (y+z+1>.

(8) Ym0 &k = Y pen (D) (=1)F = (=1)¥(“") y,n € Z, wobei im ersten Schritt k durch n—k ersetzt wurde.

k k—m n(y—
czl (k(%g-l)(kll) 1 und somit F(1,—m| —m+y+ 1]1) = (—1) (ynl)

Bemerkung: Firy € C\ (—N) ist y! definiert durch y! = I'(y + 1). Damit kénnen wir setzen:

oy 5 (y+k-1)
e VT oo

wobei fiir Pole der Gammafunktion entsprechende Grenzwerte verwendet werden miissen. Fir y,z € C
beliebig gilt dann:

Y - u!
= lim lim ——.
z u—yw—z wl(u — w)!

(9) Vandermonde-Identitit: Y, (¥)(,7,) = (V}*) neZ.

n

z!

z . !
2ok (Z) (n—k) =D pCk mit ¢ = (y—yk)'k' " G=ntk)(n—k)!

und damit % = ];—H m Ergibt also die Identitit

(+) (;) F(—y,—n|z —n+1]1) = (y : Z)

Damit lésst sich allgemein F(a, —n|c|1) fir n € N bestimmen: Aus (x) folgt [GKP, p.212]

I'(c—a—-0b)I(c)

Fla,blell) = o= =n)

fiir b ¢ —N.

Es geniigt sogar Re(c) > Re(a) + Re(b) fiir die Konvergenz der Reihe (bewiesen von Gauss).

Fiir b = —n € —N ergibt sich: _
Fla, —n|e1) = =" _ [a=c*
cr (—c)n

PS: Lose die Aufgaben 1, 2, 3, 4 und 6 aus [GKP 175-183] durch hypergeometrischen Ansatz wie in [GKP,
p. 212-214).

Satz 2: Es gelten die folgenden Identititen: [GKP, p.214] [A=B, p.42]
(1)

2)!
F(a,b|1+b—a|—1):%(b—a)b/—2, a,beC
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(Kummer 1836).

(2) _

L)l (a+b+2n—1)"
n! amb”

F(1—a—2n,1b2n,—2n|a,b|l) = (—1) , mneN

(trigonometrische Identitat 5.29, [GKP, p.171]).

(3) _ _
(c—a)"(c=b)"

— = N.
A(c—a—-bm "’ ne

F(a,b,—n|c,a+b—c—n|l) =

Beweis: Durch spétere Computer-Algorithmen.
PS: Weitere Beispiele von hypergeometrischen Reihen siehe in [A=B, p. 37-39].

Satz 3 (Spiegelungsprinzip, Pfaff 1797):

o
(1—x)e

F(a, blc] 1__9;) = F(a,c — blc|z).

Ohne Beweis; versuche mit Maple die Identitdt zu verifizieren.

Satz 4 (Differentiation): Sei F = F(a1,...,am|b1,... ,by|z) und 0 = L5 = 20 = L. Dann gilt:
[GKP, p.219]

(1) OF(ax,... ;am|by,... ,bolz) = P2 Flar +1,... am + b1 +1,..., by + 1]2),

(2) (0 +a1)F(a1,... ,aml|b1,... ,bulz) =a1F (a1 + 1,a2,... ,am|b1,... ,by|2),

(3) (04+b; —D)F(ar,... ,am|b1,... ,bplz) = (b1 — 1) - F(a1,... ,am|by — 1,ba,... ,by|z),
(4)0(0+b1—1)---(0+b,—1)F=(d4+a1) - (0 +an)F.

Beweis. (1)-(3): Nachrechnen, (4) folgt aus (1)-(3).

Beispiel Gauss’sche hypergeometrische Reihe: F = F\(a,b|c|z), so gilt nach (4):
Id+c—1)F=(+a)(d+b)F, also
x(1—z)F"(x) + (c—z(a+ b+ 1))F'(x) — abF(x) = 0.

Definition: ([A=B, p.64] oder allgemeiner [WZ, p.585]) c(n, k) heisst eigentlicher (hypergeometrischer)

Term <— Hp ( - )
i—q1(ain + 0k +1;)!
c(n, k) = P(n, k) - === ! xR pog>1

mit a;, b;,¢j,d; € Z und 1y, s; € C, sowie P(n, k) € C[n, k] Polynom.

c(n, k) ist wohldefiniert, falls a;n + b;k + r; ¢ —Nsgq.

Ziele:
(1) Summiere Y, F(n,k) mit F(n, k) hypergeometrisch in n und k. ng:lk)k ) und ng;i:)l)

Funktionen in n und k.

Oder finde Rekursion fiir f(n) = 3, F(n,k) durch k-freie Rekursion
(Algorithmus von Fasenmyer)

sind rationale

ieI,jeJaij(n) -F(n—ik—j)=0.

(2) Sei S = 3", ¢, hypergeometrische Reihe (z = 1) und s, = >_;_ cx. Gibt es einen hypergeometrischen
Term z, mit 8, = 241 — 2,7 (Gosper-Algorithmus)
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(3) Sei f(n) = >, F(n, k) mit F(n,k) hypergeometrisch. Gibt es einen hypergeometrischen Term G(n, k)
mit F(n+1,k) — F(n, k) = G(n,k+ 1) — G(n, k). (Zeilberger-Algorithmus)
(oder allgemeinere k-freie Linearkombinationen ) a;(n)F(n +1i,k) = G(n,k + 1) — G(n, k)).

B. Fasenmyer Algorithmus
Gegeben sei F'(n, k) hypergeometrischer Term, n,k € N, und f(n) = >, F(n, k).
Ziel: Finde Rekursion fiir f(n).

1. Schritt: Finde lineare Rekursion fiir F(n, k) mit Koeflizienten, die unabhéngig von k sind. Genauer:
Bestimme I,J C N endlich (meistens I = {0,... ,i0}, J ={0,...,,j0}) und a;;(n) € Cfiri € I, j € J,
n € N, sodass
Z aij(n)Fn—i,k—j)=0 VnVk (%)
(4,5)ETXJT

Beispiele: (1) F(n,k) = g%, I = {0,1}, J = {0,1}.

MAPLE (mit EKHAT, vgl. [A=B, p.59]): celine((n, k) — kxn!/(k!x(n—k)!),1, 1) ergibt bis auf konstanten
Faktor
n-Fln—1,k)—(n—1)-F(n,k)+ F(n—1,k—1)-n=0.

(2) F(n,k) = (7) liefert [A=B, p.60]
() e () G e ) 2 () ()

2. Schritt: Summiere die Rekursion (*) iiber alle k& und erhalte Rekursion mit polynomialen Koeffizienten
fir f(n) =>4 F(n, k). Versuche diese dann mit diversen Methoden zu 16sen.

Beispiel: (vgl. Beispiel (2) von vorher) Die Rekursion fiir F'(n,k) = (2)2 liefert durch Summation fiir
2
f(n) =3=0 (3)" [A=B, p.60]

n-fn)=Cn-1)-[fn-D+fln -]+ 0 -1)-[f(n-2)=2-f(n-2)+ f(n-2)] =0,

also

n

PS: Versuche mit dem Programm “celine” eine Rekursion fiir F(n, k) = (2)3 oder (Z)m zu finden. (Kom-
plexitédt des Algorithmus ist zu gross ab etwa m = 2).

Bemerkungen: (a) Unter Mathematica ist zuerst DiscreteMath’RSolve’ einzulesen, um dann FactorialSim-
plify zu finden. Vgl. Beispiel in [A=B, p.61].

(b) Weitere Beispiele in [A=B, p.61] und [A=B, p.63].

(¢) Fasenmyer’s Algorithmus greift nur fiir eigentliche hypergeometrische Terme.

n

Beispiele: (von eigentlichen hypergeometrischen Termen) (1) F(n,k) = 2% - (k) =2k. ﬁlk)' eigentlich.

(2) F(n,k) = _ _(nt3k)

1
nt3k+l . (nt3k+1)!

eigentlich.
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(3) F(n, k) = m nicht eigentlich (!) [A=B, p.65].
Satz 4 (Fasenmyer 1945): Sei F(n,k) eigentlicher Term, n,k € N. Dann existieren I = {0,... ,io},J =

{0,...,j0} € N und Polynome a;;(n), nicht alle 0, mit

> ay(n)FP(n—ik—j)=0

(i,5)eIxJ

fir alle n,k € N fir die F(n,k) # 0 und fir die F(n — i,k — j) wohldefiniert sind. Eine solche Rekursion
ezistiert speziell fir
io = [b] +[d],  jo =1+ deg(P) +io(la| + |c| 1)
wobei
[[_i(ain +bik +m:)!

-
?:l(cjn + djk‘ + Sj)!

und b = (b1,...,by), ¢ = (c1,...,¢q), 7 = (r1,...,1p), a = (a1,...,0ap), d = (d1,...,dq), s =
(81,“' ,Sq), |a|:|a1|+'”+|ap|'

F(n,k) = P(n,k) -

Bemerkung: Mit Satz 4 zeigt man, dass ein eigentlicher hypergeometrischer Term holonom im Sinne von
Bernstein ist, vgl. [Abramov-Petkovsek], [Zeilberger 1991, p. 196] oder [Lipschitz 1989).

Satz 4’:  Sei x = (z1,...,x,) ein Vektor von Variablen, P € Clz] Polynom, R;,S; € Z[x] lineare
Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten, i =1,... ,r,j=1,...,s. Sei z € C" eine Konstante. Betrachte
den eigentlichen hypergeometrischen Term

Flo) = Plo) - R oo

fiir a € Z™. Dann egistieren ein Quader I' = [[;_,[0,0x] € N und Polynome a(z1) € Clz1] in einer
Variablen, v € T', nicht alle Null, sodass die Rekursion

Y ay(@r) - Fla—5)=0

yel

fiir alle a € N™ erfillt ist fir die F(a) # 0 und F(a — «) wohldefiniert fir alle v € T.

Zudem existiert eine explizite Schranke fir die Grosse von I', abhdngig von P, R;, S;, z, ab der die Eristenz
der Koeffizienten a~ gewdhrleistet ist.

Bemerkungen: (a) Schranken analog zu denen von Satz 4 finden sich in der Literatur. Diese sind aus
Komplexitatsgriinden oft ungeniigend, vgl. [A=B, p. 60, p. 106].

(b) Abramov-Petkovsek beweisen, dass ein hypergeometrischer Term genau dann zu einem eigentlichen Term

konjugiert ist (d.h. der Quotient F(I?(x”) hat die Gestalt wie der Quotient von eigentlichen Termen, fiir alle

i=1,...,n), wenn F holonom ist. [Abramov-Petkovsek: On the structure of multivariate hypergeometric
terms, Adv. Appl. Math. 29 (2002), p. 386-411], vgl. auch [WZ, p.585], wo dies vermutet wird.

Beweis: Idee: Die Bedingungen an die a, sind lineare Gleichungen, deren Anzahl langsamer wéchst
als die Anzahl der a,’s, wenn I' vergrossert wird. (Jedes lineare Gleichungssystem mit mehr Variablen als
Gleichungen besitzt eine nichttriviale Losung.)

(a) Wir suchen eine Rekursion der Form

Zaw(al) -Fla—7v)=0.

yel’
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Division durch F'(«) # 0 liefert

Fla—v) _
Zav(al)'w =0.

yel’
Die Quotienten FI(,OE;)W ) sind rationale Funktionen in a. Die Grade der auftretenden Polynome werden durch
lineare Funktionen in der Grosse von I' beschrankt. Der erste Faktor sz;)v ) ist klarerweise rational in o
mit Grad von P unabhingig von I'. Der letzte Faktor Z:W = L ist eine Konstante (in «). Betrachte also
einen Quotienten Rg’(;)’yl)! fiir ein lineares Polynom R € Z[z].
Beispiel: R(a,(3) =2a—38+7, v=(2,3): RI({OE;)W!)I = (2(a?22;:§g€_}§?+7)!.
Der Quotient RJ(QOZ;;’!)! ist wohldefiniert, wenn R(«) und R(a —v) ¢ —N sind.

Beachte: R(a—7v) — R(a) € Z (auch wenn der konstante Term in C liegt), also erhalten wir fiir

R(a—7) — R(«) > 0 das Produkt RI(%OZ;)V!)! =R(a—7) (R(a—~)—1) - (R(a)+1) von linearen Polynomen

in @ mit R(a — ) — R(«) vielen Faktoren. Fiir R(ow — ) — R() < 0 erhalten wir RI(%OE;;)! = [R(a) - (R(a) —

1)--+(R(a — ) + 1)]7! mit ebenso vielen Faktoren. Wegen R linear, ist R(a —v) — R(«a) linear in v und
HRi(a*’Y)!HSj(D‘)I F(a—7)

[ Ri(alpha) T] Sj(@—)! F(a)

Polynomen in « ist, deren Grad durch eine lineare (explizit berechenbare) Funktion in v gegeben ist.

unabhéngig von a. Daraus folgt, dass der zweite Faktor von ein Quotient von

b) Wandle ay (@) - 9= — 0 in cine lineare Gleichung in a~(«) mit polynomialen Koeffizienten
yel' *y F(a) Y
um, indem mit dem kgV der Nenner erweitert wird.

Das kgV der in allen Fﬁ;)’y ) auftretenden Nenner ist ein Polynom in «a, dessen Grad linear in der Grosse

von T" ist: Das lineare Polynom R(« — ) — R(a) nimmt sein Maximum und Minimum in den Ecken des
Quaders ' = [];_, [0, 6;] an. Ist etwa 5 € I’ mit R(a —7) — R(«) = maxer(R(a —7) — R(a)) > 0, so teilt

Rl(%cz;;y!)! das Polynom RI(%CE;)?!7 und analog fiir das Minimum. Dies zeigt, dass

flir jedess v € I" das Polynom

die Nenner von Fl(woz;)"’ ) fiir € T fiir jeden Faktor R; oder S; ein Polynom in « vom Grad R;(a—7;) — R;(«)
bzw. S;j(a —&;) — Sj(«) fiir geeignete 7;, &; € I teilen. Also ist das kgV dieser Nenner ein Polynom in «,
dessen Grad linear in der Grosse |T'| von I ist, |T'| := sup{dx}.

(c) Nach Multiplikation von > a,(a1) - % = 0 mit dem kgV der Nenner ergibt eine Gleichung der
Gestalt

Z ay(a1) - Gy(a) =0,

vyel’

wobei G, (c) nach (a) und (b) ein Polynom in o vom Grad linear in I ist, d.h. deg(G, (o)) < c-|T|.

Wir entwickeln G, («) nach Monomen in as, ... , a, mit Koeffizienten Polynome in oy mal die unbekannten
a (). Die Anzahl dieser Monome in as, ... ,a, ist < ("7 'F¢T) = e, Koeffizientevergleich liefert also
lineare Gleichungen an die a, (1), und zwar hdchstens e viele.

Die Anzahl der a, (1) ist aber #I' = [];_, (6x + 1) und damit (“ungeféhr) ein Polynom vom Grad n in den
Seitenlangen é1,... ,d, von I'.

Fiir wachsendes I' (0.B.d.A. T' = [],_,[0, 6] Wiirfel) iiberschreitet irgendwann die Anzahl der a- (o) die
Anzahl der Gleichungen, und damit existiert dann eine nichttriviale Losung a~(c) fiir " hinreichend gross.

Bemerkung: Allgemeine hinreichende Grésse von T siehe in [A=B].

Bemerkung: Alternativer Beweis fiir die Rekursion von Satz 4 (in 2 Variablen) [Zeilberger, Discrete Math.
80 (1990)]. Es sei

F(n, k):P(n,k)%w Zk
o Hj:l i (n, k)!
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eigentlicher hypergeometrischer Term mit Konstanten w, z € C, Polynom P(n, k) und linearen Polynomen
R;,S; € Z]x,y]. Schreibe

Fn+1,k) A(n,k) F(n,k+1) A'(n,k)

F(n,k) B(n,k) ’ F(n,k)  B'(n,k)

mit Polynomen A, B, A’, B’ € Clz,y]. Es bezeichne §,, und §, die elementaren Shiftoperator induziert durch
n—n+l,k— k+1,als08, f(n, k) = f(n+1,k),8§,.f(n, k) = f(n,k+1). Setze L = B-§,—A,L' = B"-Sp—A’,
polynomiale Shiftoperatoren. L und L’ haben polynomiale Koeffizienten, die von n und k abhéngen, wir
wollen aber eine k-freie Rekursion fir F.

Erinnerung: Fiir p(z,v), q(x,y) € K[z, y] existieren r, s € K|z, y], sodass r(z,y) - p(z,y) + s(x,y) - q(z,y) =
t(x) gilt: Sei I = (p,q) Ideal. Wihle geeignete lexikographische Ordnung und konstruiere eine Grobnerbasis
von I. Dann ist diese Grobnerbasis geschnitten mit K[x] eine Grobnerbasis von I N K[z] (vgl. [Z, p.208;
Cartier, p. 66-68]).

Hier: Es existiert eine Linearkombination M von L und L’ iiber C[z,y, S;,.S,] in der das y nicht auftaucht,
also M € C[z, S, Sy].

Es folgt sofort aus LF = L'F = 0, dass MF = 0. Schreibe nun M = N — (S, — 1)M mit N € C[z, S,] (mit
Division von M durch S — 1). Dann folgt

NF = (Sy —1)MF
und MF ist ein hypergeometrischer Term G = G(n, k).
Damit erhalten wir
N(n,S,)F(n,k) = G(n,k+1) — G(n,k)

wie gewiinscht. Noch zu zeigen: N(n,S,,) ist nicht identisch Null. Dies zeigt man wie die analoge Aussage
im Satz 9 unten.

Bemerkung: Die Elimination von k (bzw. as,... ,a,) aus den Koeffizienten ist aufwendig und verlangsamt
den Algorithmus.

Maple: Verwende im Zusatzpaket FKHAD den Befehl celine.
PS: F(nk) = (Z)q, g € N: celine((n, k)— > binomial(n, k)9, jo, io)-

Bemerkung: Unser urspriingliches Problem war eine geschlossene Form fiir die Summe ), F(n,k) = f(n)
zu finden. Anstatt “direkt” zu summieren, suchen wir eine polynomiale Rekursion fiir f(n). Wir finden
diese durch eine k-freie Rekursion an die Summanden F(n, k).

Beispiel: F(n,k) = (n+ k)!, also F(n,k) = (n+ k)!. Gesucht ist eine k-freie Rekursion an die F(n, k).
Aber:

aF(n,k) +bF(n+ 1,k) + cF(nk+1)+dF(n+ 1L,k+1) =0 <=

F(n+1,k) F(n,k+1) F(n+1,k+1) _
atb=m T Fmn T4 Fan - =0 =
(n+14k)! (n+k+1)! (n+14+k+1)!
a+ b e T =0 =

a+bn+k+)+en+k+1)+dn+k+2)(n+k+1)=0
[a(n) +b(n)(n+1)+c(n)(n+1)+d(n)(n+2)(n+1)]-k°+[b(n) +c(n) +d(n)((n+1)+(n+2))]-k' +d(n)-k? = 0.
Koeffizientenvergleich liefert

a+m+1)b+ (n+1)c+ (n? +3n+2)d =0,

b+c+ (2n+3)d =0,
d=0.
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Also: d=0, c=-b, a=0
Wir erhalten daher folgende Rekursion: F(n+1,k) — F(n,k+1) = 0.
Bemerkung: Die Konstruktion der k-freien Rekursion aus Satz 4 liefert (zumindest theoretisch) ein

Verfahren, um kombinatorische Identititen zu beweisen. Sei F(n, k) wie im Satz und f(n, k) = sumyF(n, k).
Wir wollen zeigen, dass die Identitét

f(n) = h(n)

fiir ein gegebenes hypergeometrisches h(n) von der Form

hny = ¢ iz Vi)t

H;:1 Vj(n)! -

mit C, t € C und linearen Polynomen U;, V; € Z[z]. Statt dessen kénnte H auch durch eine lineare Rekursion
mit polynomialen Koeffizienten und von minimaler Ordnung gegeben sein, etwa O(n, S,) € C[z, S,]. Wir
wissen also

N(n,Sp)f(n)=0 ,  O(n,S,)h(n) =0.

Dividiere N durch O nach euklidischem (nicht kommutativem) Algorithmus und erhalte Rest R(n,S,) €
Clz, S,]. Gilt f(n) = h(n), dann R(n,S,) = 0, da O(n,S,) von minimalem Grad, und deg(R(n,S,)) <
deg(O(n, Sp)). Ist umgekehrt R(n,S,) = 0, dann ist N(n,S,) ein Vielfaches von O(n,S,). Es folgt,
dass O(n,S,)f(n) = 0. Sind ndmlich geniigend viele Anfangswerte von O(n,S,)f(n) gleich 0, dann ist
bereits O(n,S,)f(n) = 0. Es folgt sofort f(n) = h(n), sofern geniigend viele Anfangswerte von f und h
iibereinstimmen.

Bemerkung: Zeilberger’s Idee zur Beschleunigung des Algorithmus ist es, Kandidaten fiir den polynomi-
alen Shiftoperator unbestimmt anzusetzen, nach steigender Ordnung, als Vielfaches von O(n, S,,).

1. Schritt: Teste mit Gosper-Algorithmus in 2 Variablen, ob
O(n, Sp) - F(n,k) = G(n,k+1) — G(n, k)
fiir einen hypergeometrischen Term G(n,k). Wenn ja, summiere iiber k¥ und erhalte O(n,S,)f(n) = 0,

also f(n) = h(n) falls AW iibereinstimmen. Wenn kein G(n, k) existiert (das ist mit Gosper-Algorithmus
feststellbar), dann:

2. Schritt: Teste mit Gosper-Algorithmus in 2 Variablen, ob
(b1(n)Sy + bo(n)) - O(n, Sy) - F(n, k) = G(n,k+1) — G(n, k)
fiir einen hypergeometrischen Term G(n, k). Wenn ja, summiere iiber k und erhalte
(b1(n)Sn + bo(n)) - O(n, Sp) f(n) = 0.

Schliesse dann wie oben. Wenn nein, gehe tiber zum

3. Schritt: Suche
(bg(n)SZ +b1(n)Sn +bo(n)) - O(n, Sp)F(n, k) =G(n, k+ 1) — G(n, k),

wobei jeweils b;(n) unbestimmte Polynome sind, die durch den Gosper-Algorithmus bestimmt werden kénnen
(als Losung eines linearen Gleichungssystems), sofern G(n, k) existiert.

C. Gosper’s Algorithmus
[GKP, p. 223-256], [A=B, p. 73-100], [Gathen-Gerhard, p.621],
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P. Paule: J. Symb. Comp. 20 (1995), p. 235-268.

Ziel: Sei F(k) hypergeometrischer Term, f(n) = >.;_, F(k). Entscheide durch Algorithmus, ob es einen
hypergeometrischen Term G(n) gibt, n € N, mit G(n+ 1) — G(n) = F(n) fiir alle n € N. Wenn ja, berechne
G(n) durch Algorithmus .

Definition: Gibt es so ein G(n), so heisst Y. F(k) Gosper-summierbar.
Es folgt dann: Y p_ F(k) = > 1_o(G(k + 1) — G(k)) = G(n) — G(0) ist Teleskop-Reihe und berechnet
> r_o F(k) in geschlossener Form.

Bemerkung: Gosper’s Algorithmus bewerkstelligt zwei Dinge: Er entscheidet algorithmisch, ob ein hyper-
geometrisches G(n) existiert, und, wenn ja, berechnet er ein derartiges G(n).

Wir folgen der Darstellung in [A=B, p. 75-86]: Als erstes werden wir die Existenz von G(n) umformulieren
in die Existenz von polynomialen Losungen einer Funktionalgleichung mit polynomialen Koeffizienten. Diese
kann dann algorithmisch gelést werden, indem die Grade der Losung beschrénkt werden.

Algorithmus: Sei F(n) = G(n+ 1) — G(n) und dividiere G(n) durch F(n). Erhalte

G(n) _ G(n) _ 1
F(n) Gt 1) - Gy Sty

Einsetzen in G(n + 1) — G(n) = F(n) liefert

Y(n+1)-F(n+1)—Y(n)- F(n) = F(n) oder

F(n+1)
Y ) ————=~ —Y(n)=1
(1) e - Y =1 ()
wobei FI(;E:;) gegebene rationale Funktion. Es geniigt also, zum Auffinden von G(n) eine rationale Funktion

Y (n) zu berechnen, die (x) erfiillt.

Urspriingliche Vorgangsweise von Gosper: [A=B, p. 75-86]

Trick: Schreibe Fl(;z:)l) = Z((Zg : C(CTE:)U mit Polynomen a(n),b(n),c(n) und ggT(a(n),b(n + k)) = 1 fiir alle
k > 0. So eine Zerlegung existiert immer, siche unten Lemma 1. Einsetzen in (x) liefert nach Substitution

von

Y(n)e(n)

X =300

(rationale Funktion, wenn Y (n) rational) die Funktionalgleichung

amM)X(n+1)—bn—1)X(n)=c(n) (#)
mit polynomialen Koeffizienten und unbekannter Funktion X (n) . Nach Lemma 2 unten ist jede Losung
X (n) von (#) bereits polynomial, sofern a,b, ¢ polynomial mit ggT(a(n),b(n + k)) = 1 fur alle k € N. Es

geniigt also, nach einer polynomialen Losung X (n) von (#) Ausschau zu halten. Ihr Grad is nach oben
beschrankt durch d, wobei (siehe Lemma 3):

d = deg(c) — deg(a +b) wenn deg(a — b) < deg(a + b)
d = deg(c) — deg(a) + 1 wenndeg(a — b) > deg(a + b) und lk(a +b) ¢ N
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d=1k(a+b) oder d=deg(c) —deg(a)+1 wenn deg(a —b) > deg(a + b) und lk(a +b) € N

Also geniigt es, X (n) mit unbestimmten Koeffizienten anzusetzen, die Gleichung (#) zur Bestimmung der
Koeffizienten zu verwenden (nicht notwending eindeutig) und dann Y (n) und G(n) zuriickzurechnen.

Bemerkung: Unter Umsténden ist dieser letzte Schritt sehr aufwendig.

Bemerkung:  Die vorgestellte “Konstruktion” der gesuchten hypergeometrischen Funktion G(n) sollte
nachtriglich immer noch verifiziert werden.

Beispiel 1: [A=B, p.78] Sei F'(k) = (4n+ 1) hypergeometrisch

(2n+1)'

Fn+1) dn+5
F(n) — 2(4n+1)2n+3)

Wiéhle a(n) = 1,b(n) = 2(2n + 3),¢(n) = 4n + 1 mit

F(n+1) _ a(n) c(n+1)
F(n) b(n)  c(n)

und ggT(a(x),b(x + k)) = ggT(1,2(2x + 2k + 3)) = 1. Wir erhalten fiir (#) die Gleichung:

X(n+1)—-22n+1)X(n) =4n+1

mit Losung X (n) = —1. Damit G(n) = =222 (4 4 1)L = —2

Togl ”—'), und somit:

(2n+1)' @n

- ~ k! n!
= F(k (4k +1) 7:2_4.
kzzo kzzo RNy 2n 1 1)

Beispiel 2: [A=B, p.86] > ,_, m => (% - ﬁ) =1- n+1 Mit Gosper-Algorithmus:

Fin+1)  nn+1)  n

F(n) (n+1)(n+2) n+2

ist rational, wéhle a(n) = n,b(n) = n+ 2,c¢(n) = 1 und erhalte
#) n-X(n+1)—(n+1)X(n)=1

mit deg(a) = deg(b) = 1,Im(a) = Im(b) = n und damit d = 0 oder d = 1. Unbestimmter Ansatz liefert
Losungen X (n) = —1 und X(n) =a-n — 1 mit « € C.

Beispiel 3: [A=B, p.86] > ,_, k! liefert ng:)l) (":,1) = n rationale Funktion, a(n) = n + 1,b(n) =
¢(n) = 1 und damit die Gleichung

#) (n+ DX(n+1)— X(n) = 1.

Wegen deg(a) # deg(b) erhalten wir deg(X) < d = deg(c) — deg(a) = —1, aber X = 0 ist nicht Losung von
(#). Also ist Y ;_ k! nicht Gosper-summierbar.

Beispiel 4: Y 7_ kk! mit % = % rational, wéhle a(n) = n 4+ 1,b(n) = 1 und ¢(n) = n, mit

deg(a) # deg(b) und Gleichung
(#) (n+1D)X(n+1)—X(n)=n,

wobei deg(X) < d = deg(c)—deg(a) = 0, also X konstant, namlich X =1,G =nlund }_;_, kk! = (n+1)!-1.
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Fiir weitere Beispiele siehe [A=B, p. 95-99].
Implementation: Mathematica: gosper.m (siehe auch [A=B, p. 87]; Maple: sum(F(k), k=0..n);
Beispiel 5: [A=B, p. 91]; Gianbruno und Regev. Zeige, dass f(n) # g(n) fiir alle n > 5, wobei:

fn)= (D" 02 +6n+2)2n+1)"(n+2)" + (n+ 1)n!(2n% — 5n —4)(2n + 1)}

5
B (—1)k(n—k‘—4)p(k,n)
g(n) = (n+1)(n— 2)!];) K'(2n —k —3)1(k + 3)(k + 2)(n + 2)(2n — k — 2)

mit p(k,n) =n3 — 2kn® — 3n2 + k?n — kn — 4n + k? + 5k + 6. Mit Maple erhilt man:

—3(n+1)(n? —2n+2)(-1)"
(n+2)2n—3)(2n —1)

f(n) —g(n) =
mit Nullstellen —1 und 1 £ . Also folgt die Behauptung: f(n) # g(n) fiir n > 5.

Lemma 1: Sei K Kérper der Charakteristik 0, sei g(x) € K(z) rationale Funktion in einer Variablen,
g Z 0. Dann ezistieren eindeutige Polynome a,b,c € Kx]| mit

_a(x) c(lz+1)
=) e

und
g9T(a(x),b(x + k)) =1 fir alle k € N,

99T(a(z), c(x)) = 1,
99T(b(z),c(x + 1)) = 1.
Die Polynome konnen mittels Algorithmus konstruiert werden.

Beweis: [A=B, Thm 5.3.1, p.82]; Algorithmus zur Konstruktion von a,b, c: [A=B, p.79].

Lemma 2: Seien a,b,c € K[x] Polynome mit ggT(a(z),b(x + k)) =1 Vk € N. Sei g(z) € K(x) rationale
Funktion mit

a(z)g(x+1) = bz —1)g(z) = c(z)
Dann ist g(z) bereits Polynom.

Beweis: [A=B, Thm. 5.2.1, p. 76].

Lemma 3: Seien a,b,c € K[z], setze f'(x) = f(x + 1) fir f € K[z] und betrachte f als Lésung von
(x) af+bf =c.

(Sei char(K) =0). Dann wird der Grad deg(f) von f wie folgt beschrdnkt:

- deg(f) = deg(c) — deg(a +b), wenn deg(a — b) < deg(a + b),

- deg(f) = deg(c) — deg(a) + 1, wenn deg(a — b) > deg(a + b) und lk(a +b) € N (lk=Leitkoeffizient),
- deg(f) = lk(a+b) oder deg(f) = deg(c) — deg(a) + 1, wenn deg(a — b) > deg(a + b) und lk(a +b) € N.

Beweis: [GG, p.628] Schreibe (*) um in
(a—b)(f—f)+(a+b)(f+f)=2c
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oder
A-(f=f)+B-(f+f)=2
mit A =a—bund B =a+b. Da char(K) = 0 ist, gilt
deg(f) = deg(f + f) = deg(f — ') + 1.

(a) Ist deg(A) < deg(B), dann deg(B - (f + f')) = deg(2¢) = deg(c) und deg(f) = deg(f + f') = deg(c) —
deg(B) = deg(c) — deg(a + b).

(b) Ist deg(A) > deg(B), dann deg(a) = deg(b) und lk(a) 4 lk(b) = 0.
(i) Ist deg(a) = deg(b) = 0, dann deg(f) = deg(c) + 1 = deg(c) — deg(a) + 1.
(ii) Ist deg(a) = deg(b) > 0 und deg(f) # lk(a+b), dann liefert Binomialentwicklung von f’ und Berechnung

des Koeffizienten von x@9(@)+deg(N)=1 ip ()
k(a4 b) + deg(f) = coeff(c)
im Grad deg(a) + deg(f) — 1. Ist dieser Koeffizient von ¢ gleich Null, dann
deg(f) = —lk(a +b) € N.
Ist er ungleich Null, dann deg(c) = deg(a) + deg(f) — 1 und damit deg(f) = deg(c) — deg(a) + 1.
Bemerkung: Wird statt f/(x) = f(z+1) in (*) allgemeiner f'(z) = ¢f(x) mit ¢ € AutK|[z] genommen, so

richten sich die Gradschranken nach dem Grad von f — ¢f bzw. f+ ¢f. Fir ¢ = id ist (x) 16sbar, wenn
A # B. Schreibe also ¢ = id 4 9 und entwickle ¢ f(z) = f(x + ¢ (x)) binomial.

Konstruktion von Y (n) mittel GFF (Grosste Faktorielle Faktorisierung): [Paule, GG]

Anstatt die beiden Lemmatas zu beweisen, gehen wir zuriick auf die Gleichung

F(n+1)
Y 1)———-Y(n)=1
() Yo+ D= - Y ()
mit rationalem % und gesuchtem rationalem Y'(n). Wir zeigen die Existenz und Konstruktion einer

Losung wie in [Gathen + Gerhard, p. 624], unter Verwendung der GFF von Paule (GFF = Grésste Faktorielle
Faktorisierung).

Schreibe also ng::)l) = % mit teilerfremden Poynomen a,b € K[z], und setze Y (z) = (—I)) unbestimmt an

g(z
mit f, g € K[z] (f, g nicht notwendig teilerfremd). Wir erhalten aus (%) die dquivalente Gleichung

fa+1) a@)  f()
g@+1) o) gl

=1 (b£0)
oder nach Multiplikation mit dem Nenner

(¢) a(@)g(z)f(z+1) = b(x)g(z + 1) f(x) = b(z)g(x)g(z + 1)

mit gegebenen Polynomen a, b und gesuchten Polynomen f, g. Zu a und b konstruiert man zuerst ein Polynom
G. Dann zeigt man, dass zu diesem § ein Polynom f mit () genau dann existiert, wenn (<) tiberhaupt
durch Polynome l6sbar ist (die Konstruktion von § schriankt also die Losbarkeit von (<)) nicht ein). Da der
Grad von f beschrinkt werden kann, ist die Losbarkeit von (¢) algorithmisch entscheidbar (vgl. Lemma 3
oben).
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Einschub: Grosste faktorielle Faktorisierung von Polynomen - GFF [P. Paule: Greatest Factorial
Factorization, J. Symb. Comp. 20 (1995)] bzw. [Gathen, Gerhard: Modern Computer Algebra, Cambridge
Univ. Press, p. 617]

Definition: Sei P(z) € K[z] Polynom in einer Variablen, K Kérper.
(a) Fiir k € N definiere PE durch

PEz)=P(z) P(x—1)---Plx — k+1).

(b) Sei P € K|[z] normiertes Polynom. Ein Vektor (Py, ... , P,;) von normierten Polynomen Pj, € K|[z] heisst
GFF (Gr(')'sste faktorielle Faktorisierung) von P, wenn:

(1) P = P:PZ... P2
(2) Pl,...Pm normiert und P, # 1,

(3) m ist maximal mit (1) und (2) und unter den Faktorisierungen mit maximalem m sei P, von maximalem
Grad gewahlt. Weiters sei P,,_1 von maximalem Grad in der Faktorisierung von P—I;, und induktiv fiir alle

P; sei der Grad von P; maximal in der Faktorisierung von ﬁ.

m

Bemerkung: Aquivalent zu (3), |GG, p.613]:
(3a) ggT(PkE(sc),Pi(x +1)=1fir1 <k<i<m,
(3b) geT(PE(z), Pi(x —i)) =1 fiir 1 < k <i < m.

Bemerkung: Die iibliche Primfaktorzerlegung

mit P; € Klx], d; € N ldsst sich umschreiben in
P(z) = Ql(x)l . Qg(x)z e Qk(x)k “quadratfreie Zerlegung”

mit & maximal und Q; maximal bzgl. Qk(z)kfgll(w)iﬂ )

Beachte: Manche dieser @);’s konnen gleich 1 sein (ebenso in der GFF).

Beispiele: (1) P = (x — 1)2%(z + 1)(z + 2) = 2i(z + 2)2 = 22(2 +2)3 = (2? +22) (2 + 1)2 = PL und
rl(z +2)% ist die GFF, geschrieben (z,1,1,z + 2).

(2) P=a(x—1)3(x—-2)%(z —4)%(x = 5) = 23(x — 1)2(z — 4)%(z — 1)L(x — 4)L, alsoist 23 [(z —1)(z — 4)]2-

[(z —1)(x — 4)]* die GFF von P, geschrieben ((z — 1)(z — 4, (x — 1)(z — 4), x).

(B)P=2ab[(z—1) (x—2)]2(x— %)} ist bereits die GGF von P, geschrieben (z— %, (z— I)(z—2),1,1,2)

(GG, p.618].

Satz 5 (Paule): Jedes normierte Polynom P € K|[x], P # 0, besitzt genau eine GFF (grisste faktorielle
Faktorisierung). Sie kann rekursiv konstruiert werden durch Konstrukion der Faktorisierung von

Q(z) = ggT(P(z), P(x +1))

mit deg(Q) < deg(P). Ist etwa Q = Q% Qi die GFF von Q, dann ist

m—+1
P=PiQ* . Qm—

die GFF von P, wobei P, = P1l S —
QI-“QW‘L
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Beweis:  Eindeutigkeit klar nach Definition. Existenz: Wahle 1 < m < deg(P) maximal, sodass ein
R € K|z] existiert mit R™ teilt P. Wihle dann R von maximalem Grad mit R™ teilt P, setze P, = R.
Ersetze dann P durch P/Pj und verwende Induktion iiber deg(P).

Zusammenhang mit ggT(P(z), P(z + 1)) = Q: Ist m maximal, sodass ein S € K|[z] existiert fiir das S das
Polynom @ teilt, dann ist m + 1 maximal sodass R € K|[z] existiert, fiir das R™*L das Polynom P teilt.

Beispiel: P(z) = (z — 1)2%(x + 1)(z + 2), also P(x + 1) = x(x + 1)%(z + 2)(z + 3). Daher: Q(x) =
z(z+1)(x+2) = (z +2)3.
Somit erhalten wir folgende GFF von P: P(z) = a1 (z +2)%.

Bemerkung: Ist P = [[i~, Pidi Primfaktorzerlegung von P, so schreibe P = P PZ... PF mit normierten
paarweise teilerfremden P; (fiige notfalls P, = 1 fiir d; = 0 ein). Dies ist die quadratfreie Zerlegung von P.
Dann gilt ggT(P, P') = PyP§--- PF 1.

Satz 6: Ist P = Pll. .. P3 GFF von P, dann ist ggT(P(x), P(xz + 1)) = ggT(P(z), P(x + 1) — P(x)) =:
g99T(P,yP) = P19P2l' .. P2 die zugehérige GFF von ggT(P, jP).
(P (z) = P(z +1) = P(z))

Beweis: Induktion iiber m:

m=0: P=1, O.K.

m>0: Aus P(z) = Pll- -« Py folgt P(z+1) = P(x) = Pll(x—f— 1)...PE(z+1) und geT(Pri(x), Pz +
1)) = ggT(Pn(z) - Pp(z — 1) Pp(x =m+ 1), Pp(z + 1) - Pp(x)--- Pn(z —m+2)) = Py(z) - Pz —
1)+ Pp(x — m+2)) wegen der Maximalitdt von m (daher kénnen Py, (z + 1) und P,,,(z — m + 1) keinen
gemeinsamen Faktor Q haben, sonst teilt Q(x)™*L das Polynom P). Also erhalten wir:

ggT(P2(z), P2(z + 1)) = Pe=t(x).

Die Behauptung folgt nun durch Induktion, also:

m—1

99T (P(z),P(x+1)) = Py--- Px

Dies ist aber die GFF von g¢gT'(P(z), P(x+1)), da m maximal ist (!) nach Konstruktion, und durch Induktion
iiber m.

Bemerkungen: (a) Formuliere GFF fiir Polynome in mehreren Variablen, beweise die entsprechenden Séitze
und verallgemeinere auf beliebige Algebrenautomorphismen ¢ € Klx].

(b) Analoge Frage fiir formale Potenzreihen.
(c) Verallgemeinere auf Ideale von Polynomen (analog zur Primérzerlegung von Polynomidealen).
(d) Finde andere Anwendungen.

Fiir beliebige Automorphismen ¢ von K|[z] oder K (z) oder K [x] vergleiche Karr: Theory of Summation in
finite terms; J. Symb. Comp. 1 (1985), p. 303-315.

Fortsetzung Gosper-Algorithmus: [Paule, p.19], [GG, p.624]. Wir kehren zuriick zur konstruierten

Loésung der Gleichung ({) von friiher: (% = Fl(f(z)l))

a@) fe+1) @)

b(x) glz+1) g(x)

fiir gegebene Polynome a,b € KJ[z],b # 0, und gesuchte Polynome f,g € K[z]. Multiplikation mit dem
Nenner und Ersetzen von a(x) durch a(x + 1) liefert die Gleichung

a(x +1)f(z +1)g(x) = b(z)f(x)g(x +1) = b(z)g(z)g(z + 1).
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Wir schreiben a(x) fir a(z + 1) und erhalten:
(&) a'f'g—bfg' =bgg.

0.B.d.A. koénnen wir ggT(f,g) = 1 annehmen. Wir bestimmen zuerst eine notwendige Bedingung an ¢ fiir
die Losbarkeit dieser Gleichung. Klar: g teilt bfg’ und damit auch bf’; ¢’ teilt a’ f’g und damit auch a’g
(jeweils im Polynomring K[x]).

Sei nun g = Pll- -- Pt die GFF von g, sodass g’ = P’* -P' g9T(9,9") = P* - Pm

m—1

und

g0 = ggT(g 7 = P@Ps(@) o P —m 1),
g/

Dann gilt g97(go,91) = 1 und aus glbg’ und ¢'|a’g folgt: go|b und g;|a. Damit ergibt sich fiir die p1, ... , pm:
pila, pi1|b also p1]|ggT(a,b) und pala, p2|b’ also ps|ggT(a,d’).
Allgemeiner: pg|ggT (a,b* =Y fiirr 1 < k < m, wobei b*~Y(z) = b(z + k — 1).

Setze § = ggT(a,b)t... ggT(a, b~ Dann teilt g das Polynom §, das aber nur von a und b abhingt
(sofern M hinreichend gross).

Es folgt: Die Gleichung
(&) df'g—bfg =bgg

ist genau dann nach f, g 16sbar, wenn
(V) d'fg-0fy =057

mit § wie oben und f € K[x] 16sbar ist.
(f und § sind im Allgemeinen nicht teilerfremd.)

Bestimme dann Losung f durch unbestimmten Ansatz oder Division (wenn eine Losung existiert). Gibt es
keine Losung von (V), dann hat es auch keine rationale Losung 5 von (A\) gegeben.

Bemerkung: (a) Man konnte etwas préziser vorgehen und verwenden, dass g1(ggT(a,b), pa|;*-, p2| , also
102|ggT(p—1 p—) etc., vgl. [Paule, p.19], und erhielte statt § wie oben ein Polynom von niedrigerem Grad.

(b) Die Verwendung der GFF erlaubt also, die Losbarkeit von (<)) durch die Losbarkeit einer Gleichung

a(x) f(x) +b(x) f(z + 1) = c(x)

fiir gegebene Polynome a, b, ¢ € K[z] und ein gesuchtes Polynom f € K|[z] zu ersetzen. Statt f(x+ 1) konnte
auch ¢f stehen mit ¢ € AutK[z] (siehe unten Satz 2).

(c¢) Das obige Verfahren zur Konstruktion von § wie in (a) liefert Konstruktion der GFF eines Polynoms

P € K[x]. Setze a' = #P/,’P,) und b = m und konstruiere rekursiv:
Py = ggT(a,b),
/
P, = ggT(P P’) ete.

Zusammenfassung Gosper-Algorithmus:

Gesucht ist ein hypergeometrischer Term G(k) mit F(k) = G(k + 1) — G(k). Falls kein derartiges G(k)
existiert, zeige dies durch Algorithmus.
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1. Schritt: % = G(n«ﬁ()@G(n) = G<n+11),1 =:Y(n) und ng:)l) ist rationale Funktion, wenn G hyperge-

G(n)

ometrisch; also auch Y'(n) rational. Die Gleichung F'(n) = G(n + 1) — G(n) ist dquivalent zu

oder
F(n+1)

Hier ist F'(n + 1)/F(n) rationale Funktion. Gesucht ist rationale Funktion Y'(n), die die Gleichung lost
(beachte: alle hypergeometrischen Terme wurden eliminiert).

1=Y(n+1)- —Y(n).

2. Schritt: Schreibe Fl(f(';)l) = % mit teilerfremden a,b € K|[z], und setze Y (z) = % mit unbestimmten

fsg € K[z] an. Erhalte durch Substitution in 1 =Y (z + 1) F}“&Z)l) —Y(z) die Gleichung

a(x)g(x) f(z +1) = b(z)g(z + 1) f(x) = b(x)g(x)g(x + 1),

oder mit f/(z) := f(z + 1) und nach Ersetzen von a durch a’:
a'f'g—bfg =bgg'.

Konstruiere ein Polynom
7= egT(a, bt ggT(a, 012

(oder alternativ § definiert wie in [Paule, p.19]), wobei m maximal ist mit ggT(a,b(™ 1)) # 1. Dann gilt:
Die Gleichung
a'f'g—bfg" = bgg'

ist genau dann nach f, g 16sbar, wenn mit G wie oben die Gleichung
d'f'g—bfg =byg'

nach f losbar ist.

8. Schritt: Teste die Losbarkeit dieser Gleichung durch unbestimmten Ansatz fiir f, wobei der Grad von f
wie in Lemma 3 von vorneherein beschrankt werden kann.

Bemerkung: (a) Wir haben ggT(a,b(™~1) # 1 genau dann, wenn ggT(a(z),b(z +m — 1)) # 1. Ist R(y) die
Resultante von a(x) und b(z+y) beziiglich 2, R(y) = Res,(a(x),b(z+y)) dann ist ggT (a(z),b(z+m—1)) # 1
genau dann, wenn R(m — 1) = 0 ist. Damit kann in der Konstruktion von G auch diese Resultante zur
Feststellung der Terminierung verwendet werden.

(b) Es ist nicht klar, ob der unbestimmte Ansatz in Schritt 3 von der Komplexitdt her sehr unhandlich ist
und nicht besser durch eine geeignete “symmetrisierte” Division von bgg’ durch a’g und bg’ ersetzt werden
sollte.

Beispiel 1: [GG, p.627] Sei F(k) = k- k!, also F(z) = x - ['(z + 1) mit Fégi;r)l) = (x:%gf;)ﬂ) = (321)2
rationale Funktion. Mit % = FI(;'E;F)D erhalten wir a(z) = (z + 1)? und b(z) = x. Ersetzen von a durch a’

liefert Gleichung

(z+1)2f'g—afg = bgy,

wobei nun @ = x2. Es gilt ggT(a,b) = x und ggT(a,b’) = ggT(2?,(z + 1)) = 1, also m = 1 und § =
99T (a,b)t = . Wir miissen also die Gleichung

(@172 fe+1) —2-(@+ V@) =z-2- (2 +1)
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oder ~ ~
@+ Dfz+1) - flz) =2
auf ihre Losbarkeit priifen. Hier existiert Losung f (z) = 1, also gibt es rationale Funktion 5 wie oben, mit

g teilt §. Wegen Y (z) = {;Ei; = % = % mit (z+1)2f'§ — 2f§ = 23§ ergibt sich Y (z) = 1 und

G(z) =Y (x) - F(z) =T(z + 1). Damit erhalten wir

Fz)=z-T(z+1)=Gx+1)—Gx)=T(z+2) —T(z+1)

und

Zkk' Z (k+1)! —k!)=(n+1)!—1.
k=0

Beispiel 2: [GG, p.628] F(k) = (k* —nk)"! mit n € N, n > 1, also F(z) = ﬁ Wir erhalten

x

Flz+1) z(z +n)
F(z)  (z+1)(z+n+1)

o =z(x+1),b=(x+1)(z+n+1). Rechnung ergibt m =n —1und §j = (z+n—1)2=L = (24 1)" T (mit
verfeinerter Definition von ). Lose nun

cf(z+1)—(@+n+1)f(z)=(@+n+1)(z+1)"?
mit deg(f) =n + 1 und Losung f = —L(z +n) - L (7).

Beispiel 3: [GG, p.631] F(z)=21 o' =2, b=2+1, m=0und § = 1 mit Gleichung
- flx4+1)—(z+1)f(z) =2+ 1.

Nach Lemma 3 besitzt diese Gleichung keine polynomiale Losung, also ist >, _, % nicht hypergeometrisch
bis auf additive Konstante.

Beispiel 4: [GG, p.631] EnggN(_l)k(Z) =0 wenn N > n. Wie lautet die Summe wenn N < n?

F(z) = (-1)"(7) mit Fl(;g)l) =271, =2 —n, b=+ 1. Rechnung liefert m = 0 und § = 1. Lése nun

(x—n)f@+ 1)~ @+ 1) f(2) =2+ 1

mit deg(f) = 1+ deg(z + 1) — deg(z —n) = 1 oder deg(f) =n+1=1k((x+1) — (z — n)) nach Lemma 3.

Unbestimmter Ansatz fiir deg(f) = 1 liefert f = — und damit wegen —2 - (—1)” ( ) = (- (z_l) die
Summe )
n n—
> v (y) = o )
0SkoN k m—1

Untersuche analog den Fall deg(f) =n+1 [GG, p.633].
Weitere Beispiele: [A=B, p. 86-99].

Bemerkung:  Gosper’s Algorithmus entscheidet, ob ein hypergeometrischer Term F(k) von der Gestalt
F(k) = G(k + 1) — G(k) mit hypergeometrischem G(k) ist (und damit dann >_;'_j F(k) = G(n + 1) — G(0)
mit Teleskopreihe). Aber Y7 F(k) konnte auch “summierbar” sein, ohne dass F(k) = G(k + 1) — G(k)
mit G hypergeometrisch. Beispielsweise ist (Z) nicht Gosper summierbar bzgl. k (mit n € N fixiert), aber
>k (Z) = 2" hat einfache Form, obwohl > }_, (Z) nicht also Differenz eines hypergeometrischen Terms
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G(n + 1) mit einer Konstanten G(0) interpretiert werden kann. Eine Losung dieser Zwickmiihle liefert der
Zeilberger-Algorithmus.

D. Zeilberger-Algorithmus [A=B, p. 101-110], [GKP, p. 229-241]

Erinnerung Fasenmyer:  Zu einem gegebenen eigentlichen hypergeometrischen Term F(n, k) findet der
Algorithmus Indexmengen I und J und von k unabhéngige polynomiale Koeffiezienten a;;(n), nicht alle
Null, die die Rekursion
Z a;j(n)F(n+i,k+j)=0
i,je€IXJ

erfiillen (dividiere durch F'(n,k) und erhalte Linearkombination von rationalen Funktionen, ordne nach
Erweitern mit Nenner nach Potenzen von k und erhalte lineares Gleichungssystem fiir die a;;(n) durch
Nullsetzen der Koeffizienten. Die Anzahl der Unbestimmten a;;(n) wéchst fiir wachsende I und J schneller
als die Anzahl der Gleichungen und damit gibt es fiir 7 und J hinreichend gross eine nicht triviale Lésung).

Erinnerung Gosper: Zu gegebenem hypergeometrischem Term F'(k) findet der Algorithmus, sofern existent,
hypergeometrischen Term G(k) mit Gleichung

F(k) = Gk +1) — G(k),

ansonsten meldet er: unmdglich (wandle Gleichung um in polynomiale Gleichung a(z)f(z) +b(z)f(x+1) =
¢(x) mit gegebenen Polynomen a,b, ¢ und gesuchtem f, dessen Grad nach oben beschréankt werden kann).

Nachteile: Fasenmyer ist relativ langsam (schon in Beispielen wie (2)3 oder > (2)4 [A=B, p. 60 + 69-
70]), Gosper ist nur sehr begrenzt anwendbar (etwa ist Y- (7) 2" fiir z # —1 nicht Gosper-summierbar). Aber:
Viele Summen haben einfache geschlossene Form (etwa Y- () 2% = (1+2)"), die aber nicht hypergeomtrisch
sein miissen.

Bemerkung: ~ Fasenmyer liefert durch Summation iiber k eine Rekursion ) a;;(n)f(n + i) fir f(n) =
> F(n,k), die man manchmal 16sen kann. Gosper liefert immmer (wenn moglich) eine Formel fiir die
Summe Y, _, F(k) = G(n + 1) — G(0) mit G(n + 1) hypergeometrisch. Beachte, dass statt F(k) auch
F(n,k) mit Gosper behandelt werden kann, falls F(n,k) = G(n,k + 1) — G(n, k) existiert [GKP, p.241].
Zeilberger’s Algorithmus konstruiert eine Rekursion wie bei Fasenmyer, aber mit Shifts nur in n, dafiir rechte
Seite ungleich 0, die aber Gosper summierbar ist. Grosser Vorteil: viel schneller als Fasenmyer!

Genauer: Gegeben ist F'(n, k) eigentlicher hypergeometrischer Term, finde a;(n) Polynome inn,i € I (I CN
endlich), nicht alle Null, und hypergeometrischen Term G(n, k) mit

> ai(n)F(n+ik) = G(n,k+1) - G(n, k).

i€l

Hat dann G(n, k) endlichen Trager bzgl. k, so liefert Summation iiber k eine lineare Rekursion

S ain)- fln i) =0

icl
mit f(n) = >, F(n,k) und polynomialen a;(n). Mit dem Algorithmus von Petkoviek ldsst sich dann
priifen, ob die Rekursion eine Losung f(n) hat, die sich als endliche Summe von hypergeometrischen Termen

darstellen lasst. Wenn das der Fall ist, wird diese auch ausgerechnet.

Bemerkung: Die Existenz der Identitit
Z ai(n)F(n+i,k)=G(n,k+1)— G(n, k)
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lasst sich mit Fasenmyer’s Lemma (Satz 4), sehr schnell beweisen, siche Satz 9 unten. Die (schnelle) Kon-
struktion der a;(n) verlduft allerdings anders und verwendet wesentlich den Gosper Algorithmus, siehe Satz
10 unten.

Satz 9: [A=B, p.105] Sei F(n,k) ein eigentlicher hypergeometrischer Term in n und k. Dann existieren
eine Indexmenge I = {0, ... ,ig} (mit a priori beschrinkbarem iy), Polynome a; = K[z| fir i € I, und ein
hypergeometrischer Term G(n, k) mit

> ai(n)- F(n+i,k) = G(n, k+1) = G(n, k).
iel
Zudem kann G(n, k) so gewdhlt werden, dass G(n,k)/F(n,k) rationale Funktion in n und k ist.
Beweis: Nach Fasenmyer’s Lemma (Satz 4) existiert ein Polynom P(x,z,w) € K[z, z,w] ungleich Null,

sodass P(n,S,, Sy)F(n,k) =0 fir n,k € N, wobei S,g(n,k) = g(n+ 1,k) und S,g(n, k) = g(n, k + 1) die
Shiftoperatoren auf K[z, w] bezeichnen. Dividiere P(z, z, w) durch w — 1 und erhalte

P(z,z,w) = Py(z,2) — (w—1)Py(x, z,w)
mit Py € K[z, z] und P; € K[z, z,w]. Umschreiben liefert
Py(n,S.)F(n, k) = (S — 1)Pi(x, S, Su)F(n, k)
=: (Sy — 1)G(n, k) = G(n,k+1) — G(n, k)

fiir hypergeometrischen Term G(n,k) = Pi(z,S.,Ss) - F(n, k). Es gilt ggzg ist rationale Funktion in
n und k (da jeder Shift F(n + 1,k)/F(n,k) und F(n,k + 1)/F(n, k) rational ist). Da F(n,k) eigentlich

hypergeomtrisch ist, folgt dass auch P(n,S.,S,)F (n,k) eigentlich hypergeometrisch ist [GKP, p.240].

Noch zu zeigen: Py(n,s;) #Z 0. O.B.d.A. kénnen wir P von minimalem Grad in w wahlen. Wére Py(x, z) = 0,
dann P(z, z,w) = —(w—1)Pi(x, z,w), also (s, —1)-P1(n, Sz, $w)F(n, k) = 0 oder (s, —1)G(n, k) = G(n, k+

1) — G(n,k) = 0. Damit ist G(n, k) unabhéngig von k, G(n,k) = G(n). Wegen ng:)l) = Zé:)) rational er-
halten wir lineare Rekursion 1. Ordnung: a(n)G(n+1)—b(n)G(n) = 0. Schreibe dies als Q(x, S;)G(n, k) = 0,

also Q(za Sm)Pl(xa Sz, Sw)'F(na k') = 0 mit degw(Q(£7 Z)'Pl(xa Z, w)) < degw(P(Iv 2, w)) weil degw(Pl(ma 2, U})) :I
deg., (P(z, z,w)) — 1 nach Konstruktion.

Bemerkung: Die Identitat > a;(n)F(n+i,k) = G(n,k + 1) — G(n, k) liefert folgende Idee (Zeilberger) zur
schnelleren Konstruktion derselben Identitdt: Angenommen, die a;(n) seien bereits gefunden worden. Wegen
G(n, k) hypergeometrisch folgt, dass die Summe > a;(n)F(n+ i, k) Gosper-summierbar ist, und der Gosper-
Algorithmus fahig ist, G(n, k) zu konstruieren. Dabei wird ein lineares polynomiales Gleichungssystem durch
unbestimmten Ansatz gelost, wobei die Koeffizienten des gesuchten Polynoms lineare Gleichungen erfiillen
missen. Riicksubstitution in G(n, k) und in die Identitét liefert lineares Gleichungssystem in den a;(n) und in
diesen unbestimmten Koeffizienten. Hier konnen nun die a;(n) ebenfalls als unbekannt angenommen werden,
und eine Losung fir a;(n) und die Koeffizienten gesucht werden. Vergleiche dazu die Ausfithrungen von
Zeilberger in [Z, p.91 + 196-199], bei denen die Existenz von a;(n) durch die Holonomie von F'(n, k) deduziert
wird. Denn: Aus der Holonomie von F(n, k) (die impliziert, dass F(n,—) und F(—, k) lineare Rekursionen
mit polynomialen Koeffizienten erfiillen, die “linear unabhéngig” sind) folgt, dass f(n) = 3, F(n, k) holonom
ist, d.h., eine lineare homogene Rekursion mit polynomialen Koeffizienten erfiillt, etwa

D ai(n)- f(n) =0

il
(dies ist gerade das Ergebnis von Fasenmyer’s Algorithmus, allerdings ohne Shifts in k).

Anwendung:  Zeilberger verwendet den Gosper-Algorithmus, um simultan die Koeflizienten a;(n) und die
hypergeometrischen Terme G(n, k) zu konstruieren, sodass

Zai(n)F(n +i,k)=G(n,k+1)—G(n,k).
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Dies liefert eine wesentlich schnellere Konstruktion als es Fasenmyers’s Algorithmus angewandt auf Satz 9
erlauben wiirde.

Algorithmus: [A=B, p.106]

1. Schritt: Fiir gegebenes F(n, k) eigentlich hypergeometrisch, setze ig = 0 und starte Gopser-Algorithmus
(in zwei Variablen) um

F(n,k)=G(n,k+1) — G(n,k)
nach G(n, k) zu 16sen, mit G(n, k) hypergeometrisch und G(n, k) rationales Vielfaches von F(n, k). Existiert
so ein G(n, k), dann fertig. Existiert kein G(n, k), so setze ig = 1 und gehe zum 2. Schritt.
2. Schritt: Sei nun 7o > 0 durch vorhergehenden Schritt bereits festgelegt. Setze unbestimmt an

ZZO a;(n)F(n+1i,k) =Gn,k+1) — G(n,k)

i=0
mit unbekannten Polynomen a; € Klz| und unbekannten hypergeometrischen Termen G(n, k). Betrachte

nun H(k) = H(n, k) := EZ‘):O a;(n)F(n +1i,k) und den Quotienten H,(le,j)l) mit zu losender Gleichung

H(k+1)

0 Y(k+1)—Y(k) =1,

vgl. frither, wobei Y (k) rationale Funktion. Beachte, dass die H (k) nun auch von den a;(n) abhéngen.
Behauptung: Es existieren Polynome a,b € K|z, y] und ¢ € K[a;, x,y] mit

Hy+1) Hy+l) cxy+l) alzy)
H(y) H(z,y) c(z,y)  b(z,y)

wobei die a, b nicht von den a; abhéngen.

Beweis: Schreibe F}”C(;’Z)l) = ngg und F(x( f)y) = zgiz’g mit Polynomen r, s,u,v € K[z,y] (existieren, da

F(z,y) hypergeometrisch in z und y). Damit

i—1

:c—Hy H Flx+i—-1y)
Flx+i—-1-1y)

1=0
= ulzx+i—1y)
- iy v(z+i—1y)
Einsetzen in .
H(z,y+1) Y 2gai(z)F(r+i,y+1)
H(z,y) ZEO 0ai(@)F(z+1,y)
_ Zizoai(x) -Fl+iy+1)/F(z,y+1) F(z,y+1)
C SLa@F@tiy)/Fay)  Fly)

liefert

p i—1 w(z+i—ly+1)
H(z,y+1) im0 i(2) [ 1=0 WZ‘ZW} r(z,y)

Hiy) 5 o) [0 Metizta]  s(@y)

1=0 v(z+i—l,y)

_ Z;O:oai(m)'nzzo u(z +i—1 y+]‘)Hm i1 v(z+m,y+1) HZO v +m,y) r(x,y)

S gai(@)  TIZgul@ +i—Ly) TTE iy vz +m,y) o (@ +my+1)s@y)
claiz,y+1) alz,y)
clai,z,y)  blz,y)
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Dies zeigt die Behauptung.

3. Schritt: Nach Gosper’s Algorithmus miissen wir die Gleichung
H(z,y+1)

H(z,y)
fiir eine rationale Funktion Y (x, y) zu 16sen versuchen. Substitution der obigen Formel fiir H (x, y+1)/H (z,y)

liefert die Gleichung (mit Y (z,y) =: f;g;cg;)

Y(z,y+1) =Y (z,y) =1

c(ai,x,y-+-1). a(x7y). f(x,y +'1)__ f(x,y)
clap, zy)  blw,y) glz,y+1)  glz,y)

=1

Wir ersetzen, dhnlich wie im Gosper-Algorithmus, das Polynom g(x,y) durch ein Polynom g(z,y), das ein
Vielfaches von g(z,y) ist, sofern eine Losung 5 der Gleichung existiert. Schreibe wieder a(z,y + 1) statt
a(x,y) und setze nun §(z,y) := c(ai, z,y) - 2gT(a,b)x- - - ggT(a, b(™ )™, Einsetzen in die obige Gleichung
und Multiplikationmit Produkt der Nenner liefert die Gleichung

a(z,y + DGz, y) f(z,y +1) = bz, y)G(x,y + 1) f (2, y) = c(ai, 2,y)G(z,y)G(z,y + 1)b(z,y),

wobei G(x,y) = ggT(a,b)L---ggT(a,bmD)m = C(ga(fxyi) Beachte: Die (unbekannten) a;(x) tauchen nur
mehr auf der rechten Seite auf (und zwar linear), das unbekannte f(z,y) auf der linken Seite. Zudem
héngen die a,;(z) nicht von y ab, also ldsst sich der Grad von f bzgl. y wie frither (Lemma 3) beschrénken,
und f mit unbestimmten Ansatz ausrechnen. Schreibe also f(z,y) = >, f; (r)y? und erhalte lineares
Gleichungssystem in den a;(z) und f;(z) mit Koeffizienten in K[z] (verwende etwa die Berechnung des
Syzgienmoduls von einem Vektor von Polynomen via Grébnerbasen zur Bestimmung der a;(z) und f;(z),
sofern sie existieren).

4. Schritt: Existieren keine Losungen a;(x) und f;(x) des linearen Gleichungssystems, erhdhe ig um 1 und
wiederhole den Algorithmus ab Schritt 2.

Bemerkung: Nach der Existenzaussage fiir eine Darstellung

0

Z a;(n)F(n+1i,k) =Gn,k+1) — G(n,k)

i=0
flir hinreichend grosses ig terminiert der Algorithmus nach endlich vielen Iterationen.
Bemerkung: Meistens gengt ig = 1.

Beispiel 1: F(n, k) = 2F -1 (”2;’“) (siehe auch [A=B, p. 104]).

n L5

f(n) =Y F(n,k) =Y F(n,k) = F(n,k)

k=0 k=0 k
Rechnung liefert dann ”Rekursion”:
g

(82 +1)(S, —2)F(n) = (S, — 1)G(n, k) = G(n,k + 1) — G(n, k)

k

wobei G(n, k) = #]zﬂrg (27;;’“2) Summation ber k ergibt:

(Sp+1)(Sw —2)f(n) =Y (G(n,k+1) = G(n, k)

k
_Z okt fm—k—1 3 2kn n—k
N — \n— 3k 2k n—3k+3\2k—2
=0
=G(n,k+1)—G(n,0)

69



also: (S2 +1)(S, —2)f(n) =0.
Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten mit allgemeiner Lsung:
f(n) =a2™ + bi" + e(—=i)"
FEinsetzen fr n = 1,2, 3 liefert:

1 1 1
f(n) = g2 it 5(*1')”

also nr
f0w==2"_1+-aW(7;)

Beispiel 2: siehe auch [A=B, p. 114].

n\ 2k [ 1\"
F(n, k)= ——
wn= ()0 (2)
f(n) =Y F(n,k) =Y F(nk)
k k=0
Fr ip = 0 erhalten wir keine Rekursion - gleiches gilt fiir 9 = 1. Erst fiir 49 = 2 liefert kurze Rechnung:
fn+ D f(n)—(n+2)f(n+2)=0
Mit f(0) =1 und f(1) = 0 ergibt sich:

f@n+1)=0
ren) = (%)

Beispiel 3: F(n, k) = (})2" ; f(n) =¥, (1)zF = (14 2)* (2 € K baw. Variable)siche [GKP, p. 230].
Nicht Gosper summierbar, aber mit Zeilberger Algorithmus erledigbar! Fiir z # —1 ist F(n, k) nicht Gosper
summierbar, also mu 79 > 0 gewhlt werden (i wie im Algorithmus). Teste ig = 1, setze also F(n, k) =
ap(n)F(n,k) + a1(n)F(n + 1,k) mit unbestimmten Polynomen ag, a;. F(n,k) hypergeometrisch,

F(n+1,k) n+1

F(n,k)  n+1—k

rational. Damit: F(n,k) = W, wobei a(n, k) = (n+ 1 —k)ag(n) + (n+ 1)ai(n). Wende fiir jedes

n € N Gosperalgorithmus auf F(n, k) an. Schreibe also (vgl. urspriingl. Version von Gosper) (*)

Fn,k+1) a(nk) c(nk+1)

F(n, k) B b(nv k) C(na k)
mit ggT' (a(n, k), b(n,k+1)) =1V 1=0,1,2,3, ..., wobei n Variable (vgl. Lemma 1 von friiher).
Es ist nicht klar, wie man fiir ungekannte ag, a1 diese Darstellung finden soll! Ausweg: Setze F (n, k) geeignet
an (unabhéngig von ag, a1).

F(n,k) =
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und weiter: é(n, k) := gizg Damit geht (*) tiber in:

F(n,k+1) a(nk) é(nk+1)

F(n,k)  b(nk)  é(n,k)

wobei a, b, ¢ unabhngig von ag, a;. Solche a, b, ¢ knnen konstruiert werden (s. frher). Hier: F(n, k) =
F(n,k) _ 12"
Tk = (nﬁfk)!k!'

Fin,k+1) (n+1-k)-z 1
F(n, k) k+1 1

mit a(n, k) = (n+ 1 —k)z und b(n, k) = k + 1 sowie ¢(n, k) = 1. Beachte, da ggT'(a(n, k),b(n, k +1)) =
da n Variable. Einsetzen liefert die GLeichung:

é(nv k) = a(nv k) ) g(nv k+ 1) - b(TL, k— ]-)g(na k)
mit unbekannten Polynomen g(n, k) (vgl. Gosper Algorithmus). Hier:

(n+1—k)apg(n)+ (n+Dar(n) =n+1—-k)zg(n,k+ 1) — kg(n, k)

Nach Petkovsek Algorithmus zum Auffinden polynomialer Lsungen g(n, k) (betrachte hier wieder n als
Variable oder Parameter) ist jede polynomiale Lsung g(n, k) vom Grad kleiner gleich d (wie in Satz 7). Hier
wegen z # —1 erreichnet man d = 0. Also

g(n. k) = go(n) - K
Polynom in n. Einsetzen ergibt:
(n+1=Fkao(n) + (n+ai(n) = (n+1—-k)z — k)go(n)

Noch Koeffizienten Vergleich: ag(n) = z+ 1, go(n) = g(n, k) =1, a1(n) = —1.

_ b(n,k— Dg(n, k)E(n, k) B k n [ n
G = . ) i) = ()
F(n,k) = G(n,k+1) — G(n, k)

G(nk) hat bzgl. k endlichen Trger: ", F(n,k) = Y, (2 + 1)F(n,k) — F(n+1,k) = 0, also: (z +1)f(n) —
f(n+1) =0 und somit f(n+1) = (z+1)f(n). Wegen f(0) =1 ergibt sich: f(n)= (z+1)".

(6= (3)

mit x,y Variablen oder aus K. F(n,k) (z (n k) Im Falle ig = 0 ist F'(n, k) Gosper-Summierbar genau
(n ) (n,k) +ay(n)F(n+1,k) und weiter Fi(n, k) = &((Z:))

S

Beispiel 4:

dann, wenn z+y = 0. Fr ig = 1 gilt: F(n, k) = ao(n
mit a(n, k) = (n+1—k)apg(n) + (y —n+ k)ai(n) =

F(n,k) xly!
n+l—k (z—k%E(y—n+k)ln+1—Ek)

F(n,k) =

mit a(n, k) = (n+1—k)(x—k), b(n, k) = (y—n+k+1)(k+1), é(n, k) = 1 gesuchte polynomiale Lsung g(n, k)
der "kritischen” Gleichung hat Grad d = 0, also wieder g(n, k) = go(n). Einsetzen liefert Gleichungssystem:

(n+ 1Dag(n) 4+ (y —n)ar(n) — (n+ 1)xgo(n) =0
—ag(n) +ai(n) + (x+y+1)go(n) =0
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Losung: ag(n) = z+y—n, go(n) =1, a1(n) = —n+1, also F(n, k) = (x+y—n)F(n, k) — (n+1)F(n+1,k)
Gosper summierbar. Summation ber k liefert:

r+y—n

rT+y—mn
n+1

sy = (1)

Beispiel 5: Die Saalschtz-Identitt [GKP, p. 234]

fln+1) = f(n)

also

Wy — k) (z+ k) (w+k)E 2lyl(z+ ) (z+w)(y+ 2)(y +w)!

Z (x+y+z+w+k)! (t+y+z+wl(z+y+2)(z+y+w)!
(z—k
k

mit x,y, z, w Variable, z oder y aus N (damit Summe endlich), etwa z =n € N

(n+y+z+w+k)!

F(’I”L, k) = (n — k)'(y _ k)l(z + k)!(w —|—k)!k‘!

Mit ig = 1: F(n,k) = ag(n)F(n, k) + a1(n)F(n+ 1,k), a(n, k) = (n+1 — k)ag(n) + (n+1+y + 2z +
w + k)ay(n). )
F(n,k)
(n+1-k)

Rechnung ergibt: a(n, k) = (n+y+z+w+k+1)(n+1-k)(y—k), b(n, k) = (z+k+1)(w+Ek+1)(k+1),
é(n, k) = 1. Polynomiale Lsung g(n, k) der kritischen Gleichung ist vom Grad kleiner gleich d = deg(a) —
deg(a+b)4+ 1= —1 oder d = 0, nach vgl. der Koeffizienten von a von b wie in Satz 7. Also: g(n,k) = go(n)
mit Gleichungen

F(n, k) =

(n+Dao(n) + (n+1+y+z+war(n) = (n+1)(n+1+y+ 2+ w)ygo(n)
und
—ao(n) +a1(n) = (n+ 1)y — (n+1+y)(n+1+y+z+w)—2zw)go(n)
Losung:
: ao(n) = (n+ 14y + 2)n+ 1ty 4wt 14y+z+w)
ai(n)=—m+D(n+1+2)(n+1+w)
go(n)=2n+2+y+z+4+w

Beispiel 6: [GKP, p.230]

S Fn,k) :zn: <”Zk>zk

k k=0

- ot (1 R S e o)

Beispiel 6’: [GKP, p. 237]

N F(nk) = ; <”kk)z’€

k
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ig = 0; 19 = 1: nicht Gosper-Summierbar
ip = 2: Gosper-summierbar fiir ag(n) = z, a1(n) =1, az(n) = —1 und go(n) = 1. Einsetzen und summieren
liefert die folgende Rekursion:

n+2 n+1 n
n—k+2\ 5 n—k+1\ . n—Fk\ g
2 () () 200

k=0

also:
f(n+2)=f(n+1)+zf(n)

Beispiel 7: Rekursion von Apery [GKP, p. 238]. Apery verwendet im Beweis von ((3) = 37, = ¢ Q

eine Rekursion fur ) )
n n+k
=3 () (")

k

Damals nach zwei Monaten von Zagier und Cohen bewiesen. Deren Technik war Ausgangspunkt fr Zeilberger.
2 2
n n+k
F(n,k) =
= () (1)

19 = 0; 19 = 1: nicht Gosper-summierbar.

io = 2: F(n,k) = ao(n)F(n, k) +a1(n)F(n+1, k) und weiters a(n, k) = (n+1—k)2(n+2 — k)%ao(n) + (n+
A 2

L+ B)2(n+2 = k)2a1(n) + (0 + 1+ k)2 (n + 2+ k)2az(n) und F(n, k) = crroiids s = s o

a(n,k) = n+1—k)?2?n+2—k)? b(n, k) =k* é(n, k) =1 und a,b erfiillen die ggT-Bedingung. Rechnung

ergibt fiir Gradschranke d von g(n, k): deg(a) = deg(b) = 4, deg(a—0b) = 3, lk(a—b) = —2k? also d = 2 und

g(n, k) = go(n) + g1(n)k + g2(n)k?. Man erhlt nun fiinf homogene Gleichungen in den sechs Unbekannten

ap, ay, az, go, g1, g2 etwas: bei kO:

eigentlich hypergeometrischer Term.

ap+ay+az—go—9g1—92=0
bei k*:
ag 4 ay 4 as + g1 + (6 + 61+ 2n?)gy = 0

Es gibt also nicht triviale Lsung, etwas: ag = (n+1)3, a1 = —(2n+3)(17n2+51n+39), az = (n+2)3, go =
—16(n+1)(n+2)2n+3), g1 = —12(2n +3), g2 = 8(2n + 3)

Einsetzen ergibt die Gleichung;:
(n+1)3F(n,k) — (2n+3)(17n? +51n + 39)F(n + 1,k) + (n + 2)2F(n + 2,k) = G(n,k + 1) — G(n, k)
Damit:

(2n + 3)(8k% — 12k + 16(n + 1)(n + 2)(n + k)!?
k—DP(n+2— k)2

G(n, k) = k'g(n, k)EF(n, k) =

n\?/n + k 2
A(n) = F(n,k) =
Sren=2() (")
mit Rekursion
(n+1)2A(n) + (n+2)3A(n +2) = (2n + 3)(17n* + 51n + 39)A(n + 1)

Diese stimmt mit der Rekursion von Apery berein.

Bemerkung: Algorithmus versagt i.A. fiir nicht eigentlich hypergeometrische Terme wie etwa: (Z) n* oder
1

nk+1"
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E. Automatisches Beweisen von kombinatorischen Identitten

Literatur: [A=B, p. 121-140], [W Z , J.AMS 3 (1990), p. 147-158], [W Z, Bull. AMS (1990) 22, p. 77-83),
[W Z, Bull. AMS (1992) 27, p. 148-153], [Paule: Short and easy Computer proofs of the Roger Ramanujan
Identity, Electr. J. Comp. 1 (1994), R10].

Ziel: Beweise moglichst schnell eine kombinatorische Identitét
> F(n,k) = H(n)
k

mit bekannten hypergeometrischen Termen F(n,k) und H(n). Wire H(n) noch nicht bekannt, dann ist
Zeilberger Algorithmus notwendig. Division durch H(n) liefert

Z F(n, k) = const
k

mit F(n, k) = Fb(,?;g) (auer fir H(n) = 0, dann aber bereits Y ... = const). Schreibe wieder F(n,k)

fiir F(n,k) (als Quotient h.g. Terme wieder h.g.). Setze f(n) = >, F(n, k) und beweise f(n) = const.
Ausreichend

fln+1) = f(n) =0
und Verifikation von f(0) = const.

Idee: Betrachte Differenzenoperatoren auf den Sden: Suche mit Gosper-Algorithmus (bzgl. Variablen &
und Parameter n) einen h.g. Term G mit

F(n+1,k)— F(n, k) =G(n,k+1) — G(n, k) (%)
Algorithmus verifiziert, ob G existiert; wenn ja, dann wird G berechnet. Beachte: (*) ist ein Spezialfall von:
i0
Z a;(n)F(n+1i,k) =Gn,k+1) — G(n,k)
i=0
mit ig = 1, ag(n) = —1, a1(n) = 1.

Bemerkung: Im allgemeinen hat (*) keine h.g. Lsung G(n, k)! WZ: aber meistens! Kann man (*) erreichen,
so folgt sofort durch Summation iiber k, sofern G kompakten Trager hat:

fn+1) = f(n)=>_ (F(n+1,k)— F(n,k)) =0

k
Definition: In der Situation von (*) heit (F,G) ein Wilf-Zeilberger Paar.

R(n, k) =

heit das Zertifikat von (F,G), wobei R rationale Funktion (s. Gosper-Algorithmus). (** s. hinten).

—

Beispiel: 3, (2)% = (2%). F(n, k) = ()) vz Y F(n, k)

= 1. Computerhilfe zeigt, da F'(n+1,k)—F(n, k)
bzgl. k Gosper summierbar ist. und G(n, k) = R(n, k) - F(n, k).

k%(3n — 3k + 3)

B k) = = k£ 172
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Man kann nun direkt verifizieren, da (*) erfullt ist. Damit
f(n) = ZF(n, k) = const
k

und

£(0) = F(0,0) = <0) —

(**): Beachte, da Fi(n+1,k) — F(n, k) = (Fl(;z:lkf) - 1) - F(n, k). Also rationales Vielfaches von F(n, k).

Bemerkung: Diese Methode funktioniert nur, wenn fiir jedes n € N, G(n, k) = 0 wird fiir |k| gro.
Bemerkung: Die Identitat (*) lat sich mit Differenzenoperator schreiben:

InEF = G
Im kontinuierlichen Fall entspricht dies einer partiellen Differentialgleichung
0:F (2,y) = 9,G(x,y)
Dann existiert ein H(z,y) mit F(z,y) = 0,H(z,y) und G(z,y) = 0, H(x,y) (sofern gute Vorraussetzungen).

Weitere Beispiele: Die Gauss’sche Identitdt, Kummer, Saalschiitz, Dixon Identitét lassen sich alle mit WZ-

Algorithmus beweisen!

[A=B, p. 126, 127]: Kummer: F(1 —c¢—2n, —2n|c| — 1) = (—1)"% Damit ist: ), F(n,k) =1 mit
(=)™ @2n +c—1)nl(n+c—1)!

2n+c—1=-K)!2n—- k) (c+k—1)k!

F(n,k) =

und Zertifikat:

k(k+4c—1)(2+4c+ c? — 3k — 2ck + k? + 10n + Ten — 6kn + 10n2
22n—k+1+c)Cn—k+c)2n—k+2)2n—k+1)

R(n, k) =

Bemerkung: Die Gleichung (¥*)
Fn+1,k)— F(n,k) =G(n,k+1)—G(n, k)

liefert durch Summation iiber n eine "neue” Identitét, nmlich > G(n,k+1)—-G(n,k)) =>_ (F(n+1,k) —
F8n,k)) =limy,_,o0 (F(n, k) — F(0,k)) sofern der Limes existiert! Mit Rechnung folgt:

g(k) = Z G(n, k) = Z limg—ooF(n,1) — F(0,1)

i<k

die sogenannte ”begleitende Identitat”.

n\2
Beispiel: F(n, k) = E’;,)L), Y F(nk) =1 g(k) =3,50G(n, k) = 32, limk—oc F'(n,i) — F(0,4), wobei
G(n,k) = R(n, k) - F(n, k) = — (%H)EZ@;)Q!’;:fﬁ Dy B silts F(0,7) = dio. Wir erhalten:

(3n — 2k + 3)n!? -
kzzo (2(2n+ D(k—1)12(n—k— 1)!2277) =1fk>1
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Dies liefert die begleitende Identitét:

Bn-2k+1) ()"
> T (2:)_2, keN

Weitere Beispiele : [A=B, p. 129-130].

Bemerkung: Durch folgende Umformung kann man aus
> F(nk) =1
k

eine weitere Identitdt gewinnen, die sogenannte duale Identitét: Sei F'(n, k) von der Gestalt:

F(n,k) = 2™y R(n, k) A0 )L

I1; Q;(n, k)!

wobei R rationale Funktion und P;, Q; € Z[z] mit grad < 1. Sei P(n, k)! = (an+ bk + c)! einer der Faktoren
im Zahler oder Nenner. Ersetze (an + bk + ¢)! durch

(_1)an+bk
(=1 —an — bk —¢)!

in allen oder einigen Faktoren. Beachte (an—+bk+c)! = — ST TR T (—T—an—ph—oy1» Wegen I(z)(1-2) =

Sin(ray also wird F (n, k) mit einer periodischen Funktion der Periode 1 multipliziert. Insbesondere bleibt

F(n+1,k)— F(n,k)

erhalten (bis auf das VZ). Weiters gilt: Ist (F'(n, k), G(n,k)) ein WZ-Paar, so auch (G(-k-1,n), F(-k,-n-1)).
Hinzufiigen von diesem Ausdruck liefert eine neue Identitét, die sogenannte duale Identitét.

n\2
Beispiel: F(n,k) = (’“)

(n)

Hier ist:

- 3+2-3n) ()]
C2@2n+1)(n-k+1)2 (37

G(n, k

. 1. Substitution liefert
(—2n — )(—k —1)!2

(—n—Dl(n— k)2

Fon =y () (1)

o =3.) ()

als WZ-Paar. Da G bzgl. k kompakten Trager hat, erhalten wir nach Summation iiber k:

> 3k - 2n)(Z>2<2:) =0 neN

k

F(n, k) =

2.Substitution liefert:

und

Weitere Beispiele:
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(a) > () =2™ dual zu >, (1) T+ (})2" =1
(b) Saalschiitzidentitét ist zu sich selbst dual.
(¢) Vandermonde Y, () (}) = (/") ist dual zu Y, (—=1)"*(}) (k‘,:”) =
Literatur: [A=B, p. 135-137], Ira Gessel: Finding Identities... in Theoretical Comp. Science (1995).

Exkurs: g-hypergeometrische Reihen

Bemerkung: Im diskreten Fall betrachten wir stets den Shiftoperator S, : K[z] — K|z]; f(z) — f(z +1).
Analog: B

Sif(x)=f(z+1t), te K
Beachte: ¢ : K[x] — Klz], f(z) — f(z + 1) ist ein K-Algebrenisomorphismus (Alg. Hom., da Substitu-
tion):

¢~ (f(2)) = flz = 1)

Andere K-Algebrenhomomorphismen: f(z) — f(¢-z), ¢ € K\ {0}, oder allgemeiner: f(z) — f(ax +
b), a € Kx, be K (Bem.: Dies sind dann auch alle mit polynomialer Inversen).

Definition: (a,q), := H:L:_Ol(l —a¢') = (1 —-a)(l —agq)...(1 —ag"™ ") und (¢,9)n = [[1-,(1 = ¢") =
(1—-4gq)...(1 —¢™). Eine a-hypergeometrische Reihe:

o0
a17 (a’l’HQ)k k
Byfars-.. anlbr, . bmle) = ’
q n m ZO b17 (bm, ) (q7Q)k
' ..ak k
Erinnerung: F(a1,...,an|b1,... ,bylz) = Y20, b’“ o R Zusammenhang: Schreibt man a; = ¢, b; =

9

¢% und 1it man dann in ®(a|b|z) ¢ gegen 1 gehen, so geht ®(a, b, z) gegen F(a|B|z) - sogenannte ” Konfluenz”.

Beispiele:
(1) ®(a|] — |z) ist Losung der g-Differentialgleichung

(1 —az)y(az) — (1 —z)y(x) =0

(2) Gau’sche g-hypergeometrische Reihe (s.a. Heine, Ramanujan, ...)

<I>y<a,b|c|x)=2((a = 1)’“(’) 4 1>k "

2 (e Dela T D

mit g-Differenzenleichung:
y(g*x) — My(qz) + py(x) = 0

. a+b)x—(1+<
mit A = DemUrg)
abm—a abx

h.g. Reihe F(a, B]y|x) mit Dgl..

. Ersetze a,b, ¢ durch ¢%, ¢%,¢” und erhalte fiir ¢ — 1 die klass. Gau’sche

(20)* = N(@d)y(x) + fiy(x) = 0
mit S\ — (aJFB)l‘T‘F(l*'Y)

Vermutung Grothendieck: Sei P € Q[x, d] Differentialoperator in einer Variablen. Betrachte die Dgl. Py =0
mit PR Losung y(x) € Q[z]. Behauptung: Py = 0 besitzt ein vollstdndiges System von algebraischen
Losungen y(z) (d.h. PR mit Koeffizienten in Q, die algebraisch iiber Q[z] sind, z.B. /1 + z erfiillt die
definierende Gleichung: y? — (1+x) = 0 < Py =0 mod p besitzt fiir fast alle p € N prim ein vollst. System
von rationalen Losungen (y(x) € Z/pZ(x)).
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Bemerkungen: (1) Formuliere die Vermutung fiir Differenzengleichung. (2) Vergleiche den Differentiellen
Divisionsalgorithmus mit Koeffizienten in Z bzw. mod p.

Satz(di Vizio, Inventionens 150 (2002), p. 517-578): Sei P € Q[z, 4] (mit j, der g-Differenzenoperator, d.h.:
Jof(x) = f(g-x)), dann gilt: Py = 0 besitzt vollstdndiges System von Losungen in Q[z] (rat. Fkt.); fiir alle
p € N prim besitzt Py = 0 mod p'» ein vollst. System von Losungen in Z[z, W;i > 1,r(z) € Z[z])|QZ/p*Z
fiir ein eind. aus ¢ und p spezifisches [,,. [Gazethe des Mathematicens, 2003 Avril, di Vizio - Saulay, Zhang,

Romis]

Riickblick und Ausblick

Wichtigste Aufgabe: Abzdhlen von Moglichkeiten, Konfigurationen, Objekten, ...

Bijektionen zwischen endlichen Mengen von Konfigurationen. Beispiele: Partitionen mit geraden Sum-
manden, mit ...

Aufstellen von Rekursionen, Losen von Rekursionen (Differenzengleichungen) mittels: Erzeugende Funk-
tionen, unbestimmter Ansatz, Divisionsalgorithmus.

Spezielle Zahlen, Polynome charakterisiert durch spezielle Rekursionen, umbraler Kalkiil

Summationstechniken und Automatisches Beweisen von kombinatorischen Identitéten.

Interessante Fragestellungen finden sich in Comtet.

Programm fiir weitere Vorlesung:
- Derangements = Permutationen ohen Fixpunkte (abzihlen, ...)
- Graphentheorie (Vierfarbensatz)

- Theorie der endlichen Gruppen, Teilbarkeit, etwa: Sei G(n) die Anzahl der Isomorphieklassen der endlichen
Gruppen der Ordnung n. Zeige: G(n) < n"°82"

- Polytope im R"™; Ehrhart Polytope
- Wahrscheinlichkeitstheorie

- Endliche bzw. Abzihlende Geometrie: Teile den R? durch k& Geraden (oder Kreise) (keine drei durch einen
Punkt); wieviele Gebiete ergeben sich (bei Geraden sind es (k2 + k + 2)).

- LLL-Algorithmus (Lenstra, Leinka, Lovacs): Berechnen minimales EZS eines Gitters im Z"

- Ganzzahlige Losungen von linearen Gleichungssystemen

- Catalan Zahlen 1 (*"~?)
- Kettenbriiche

Vereinfache: 226314577411213217 - 6301
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